PTSI | Exercices - Mécanique 2009-2010

B Forces centrales conservatives
Ex-M7.1 | Point matériel tiré par une corde (*)

Un palet P de masse M glisse sans frottement z
sur un plateau horizontal (Ozxy) percé d’un trou a
Porigine O.

Sa position est repérée par les coordonnées polaires -
r et 0, d’axe (Oz). o 9 Pl
L’expérimentateur lance le palet, a la distance rg !
du point O, avec une vitesse initiale orthoradiale
7 (0) = v ?g(tzo) (on prendra 6(t = 0) = 0), et
tire sur le fil de fagon a rapprocher régulierement
le palet du point O : r(t) = ro — Vt.

On admet que la force exercée par le fil (qui reste toujours tendu) sur P est ? =
Tov0

(7’0 - Vt)2 )
de la force ? qu’il faut exercer pour réaliser cet objectif. Commenter.

2) Calculer directement le travail de traction fourni par cet opérateur s’il fait passer la distance
du mobile a I’axe de la valeur rg a la valeur r. Retrouver ce résultat par une méthode énergétique.

2
MTOUO ; dont ? e_,? = —ﬁ avec &, MC

(ro —Vt)3’ r3 dr
Ep(00) =0 et C = rgug la constante des aires) ; 2) W0_>1(?)

=

—Fe;.

1) Montrer que la vitesse angulaire du palet s’écrit w = 6 = En déduire I’évolution

Rép : 1) F = + Cte (avec

Mii
2 r?

B Applications directe du cours

Ex-M7.2) Etat de diffusion et état lié

1) Un électron de vitesse vy = 4.103 m.s~! se trouve & une distance a = 10 nm d’un proton.
Peut-il y avoir formation d’un atome d’hydrogene 7 (état 1ié) (on vérifiera que I’énergie potentielle
de gravitation est négligeable devant les autres)

2) Quelle est la vitesse limite de ’électron pour qu’il n’y ait pas d’état lié possible ?

Données : masse de I'électron : m, = 9.1073! kg; masse du proton : my, = 1,7.10727 kg
1

—— =9.10° u.S.1.

4meg

Rép. : 1) &pgec = —2,3.10720 J, Epgrav = —1.107 J, &, = 7,2. 10—24 J — état 1ié car

Em =+ &> Eholec <0;2) vy = /-2 47360 L — 2,26.10° m.s~
Ex-M7.3 | Masse de la terre

En faisant ’hypothese que la lune effectue un mouvement circulaire autour de la terre (hypothese
justifiée car l'excentricité de la trajectoire lunaire est de 0,0549), de période T' = 27,32 jours et
de rayon Ry = 384400 km, calculer la masse de la terre en appliquant le PFD.

Rép. : My ~6,0.10** kg.

Ex-M7.4 | Vitesse de libération

Calculer la vitesse de libération (ou vitesse d’« évasion ») a la surface des astres suivants, dont
les masses et les rayons respectifs sont :

1) pour la Lune : My, = 7,4.10?2 kg et Ry = 1700 km,

2) pour Mars : My, = 6,4.10% kg et Ryrq = 3400 km,

3) pour Mercure : My = 3, 3.10%% kg et Ryre = 2440 km.

Rép : La vitesse de libération est caractérisée par une énergie mécanique (trajectoire parabolique)
nulle du point matériel de masse m étudié (dans le référentiel « astrocentrique ») a la surface de

1 m.M 2GM
2mvl g—_o soit 1 vy =4/ =5

I;UZ’M6—42]€TI’LS

I’astre de rayon R et de masse M : &, =

v = 2,4 km.s™t; U Ma = O km.s™
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Ex-M7.5 | Distance minimale de passage d’un astéroide

Le référentiel géocentrique Rg = Oxgyozo est supposé galiléen, et on néglige les effets gravita-
tionnels du Soleil.

Un astéroide de masse m et de taille négligeable par
rapport a la masse My de la Terre est repéré en My, a
une distance trés grande de la Terre oli on supposera
que son influence gravitationnelle est négligeable. On
mesure son vecteur vitesse % = —voe?o , porté par
la droite (Moxo) telle que la distance du centre de
la Terre a (Moxzg) est b (b est le « parameétre d’im-
pact »).

1) Montrer que &,,(M) et Lo r, (M) se conservent. Exprimer les deux constantes du mouvement
en fonction des données initiales.

2) Exprimer I’énergie potentielle effective €, (1) en fonction de m, Mr, et Lo.

3) Déterminer la distance minimale r,,in a laquelle 'astéroide passe du centre de la Terre et
donner la condition de non collision. On utilisera trés utilement le potentiel effectif.

Rép: 1) &, = %mvg; Lojry(M) = O—]Mo> X mug = mbvgesp;

. L2 h2yt
2) Epetf = Em — gmi® = 5,25 — GMT 3) riy = CT (\/ L+ gtz — 1)

B Orbites circulaires

Ex-M7.6 | satellite Phobos et Déimos de Mars

La planéte Mars (masse My = 6,24.10%* kg) posséde deux sa-
tellites naturels, Phobos et Déimos, considérés comme des asté-
roides en raison de leur petite taille et de leur forme irréguliére.
La distance moyenne du centre de ces satellites au centre de Mars
est rp ~ 9379 km pour Phobos et rp ~ 23459 km pour Déimos.
1) Calculer les vitesses de satellisation vp et vp de Phobos et
Déimos.

2) En déduire leurs périodes de révolution respectives Tp et Tp,

en jours, heures, minutes, secondes.
2

T
3) Vérifier que le rapport —5 est indépendant du satellite. Quelle
r

. s . Phobos
est I’expression littérale de ce rapport en fonction de Mp; 7

Rép : 1) vp = 6,67 km.s™'; vp = 4,21 km.s™; 2) Tp = 8835 s = 2h 27min 15s; Tp =
2

2
35010 s = 9h 43min 31s; 3) 2 = 9,46.107" $2m~3; 1p = 0,49.1071 s2.m3; 3¢ loi de
P D
Képler : Z—; = Q%\ij avec ¢ = r pour une trajectoire circulaire.
\ZO
Ex-M7.7 | Vitesse d’un lanceur selon la latitude s Q2

Les lanceurs (ou fusées) sont tirés dans 'espace depuis des
bases situées a des latitudes A variées : Cap Canaveral aux
Etats-Unis (\; = 28,5°), Pletsek en Russie (A = 63°),
Baikonour dans le Kazakhstan (A3 = 46, 3°), Tanegashima
au Japon (A4 = 30,5°) et Kourou en Guyane Francaise
(A5 = 5,2°).

La fusée étant fixée au sol, calculer la norme v de sa vitesse,
par rapport au référentiel géocentrique Rg = T'xzgyozo due

a la rotation uniforme de la Terre, de vecteur rotation €2 =
wT?SﬁN et de vitesse angulaire wr = 7,29.107° rad.s~!
autour de son axe sud-nord. Commenter.

1 1 1

Rép: v; =410 m.s™'; vg =212 m.s™ ! v3 =323 m.s™!; vy = 402 m.s™1; vs = 465 m.s~ L.
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Ex-M7.8] Etude des planétes

1) Premiére loi de Kepler : « Dans le référentiel de Képler, une planéte (point M, masse m)
décrit une ellipse de foyer le soleil (point S, masse Mg) ».

En choisissant correctement la direction des axes Sz et Sy, I’équation polaire d’une telle trajec-
C b2

avece= —etp="-

toire est : r =

e a
a est de demi grand-axe; b le demi petit-axe; ¢ = 25'; p le paramétre et e I'excentricité.
L’excentricité e, comprise entre 0 et 1, donne une

indication précise de la forme de la trajectoire. Plus N G M ROty
I’excentricité est grande, plus l'ellipse est écrasée; Y . .

au contraire, une excentricité de zéro est celle d’un o 0

cercle (r =a =0b=rp). AL F Q \\ X
L’aphélie (A) est le point de la trajectoire le plus ) u s / P
éloigné du soleil et le périhélie (P) le point le plus

proche. a c

— Montrer que : 74 = a(l +e) et rp = a(l —e)

Les planétes du systéme solaire ayant une excentricité faible (voire trés faible), par la suite, nous
ferons toujours l’approrimation d’un mouvement circulaire de centre S et de rayon R pour leurs
trajectoires (a = b = R).

Planéte Mercure | Vénus | Terre | Mars | Jupiter | Saturne | Uranus
Excentricité 0,2056 | 0,0068 | 0,0167 | 0,0934 | 0,0484 | 0,0542 | 0,0472
Période (ans) 0,241 0,615 1 1,88 11,9 29,5 84,0

2) Rappeler la définition du référentiel héliocentrique.
3) En appliquant le PFD, déterminer la vitesse v de la planéte en fonction de G, Mg et R.

.. . T2
4) Troisiéme loi de Kepler : « — = Cte pour toutes les planétes »
a
2
4.a) Démontrer que la valeur de i est identique pour toutes les planétes (redémontrer la

troisiéme loi de Kepler).

4.b) Application de la troisiéme loi de Képler : Calculer numériquement les valeurs de R en ua
(unité astronomique) pour toutes les planétes sachant que pour la terre, R = 1 ua.

4.c) Autre application de la troisiéme loi de Kepler : Sachant que 1 an = 365,25 jours et
1 ua = 1,49.10% km, déterminer la masse Mg du soleil.

5) Calculer alors la valeur numérique de la vitesse v de la terre dans le référentiel héliocentrique.

Ex-M7.9 | Orbite géostationnaire (télécommunications, télévision, météo)

Un corps se trouvant sur une orbite géostationnaire posséde une période de révolution égale a la
période de rotation de la Terre sur elle-méme (24 h). Il parait immobile par rapport a la surface
de la Terre. L’orbite est circulaire.Le maintien nécessite des manceuvres de correction d’orbite
consommant des ergols !, leur épuisement étant la cause principale de fin de vie du satellite. Au
1°" janvier 2005, on dénombrait 1124 objets de plus d’1 m sur l'orbite géostationnaire. Parmi
eux, 346 seulement sont des satellites opérationnels!

La ceinture de Van Allen ? est, pour simplifier, & une altitude comprise entre 2000 km et 22 000 km.
Elle est constituée de particules chargées piégées dans le champ magnétique terrestre qui aveuglent
les équipements des satellites.

La masse de la terre est M7 = 6.10%* kg et son rayon Ry = 6400 km.

1) En appliquant le PFD, déterminer le rayon R de lorbite, puis son altitude h, et vérifier qu'il
n’est pas dans la ceinture de Van Allen.

2) Déterminer les formules donnant la vitesse et I’énergie en fonction de G, R, msat et M.

3) En orbite, un réservoir d’appoint du satellite explose et lui procure la vitesse v = 6 km.s~ 1.

1. Produits initiaux, séparés, utilisés dans un systéme propulsif & réaction (constitués d’éléments oxydant et
réducteur).
2. James Alfred Van Allen, USA (1914 - 2006)
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Est-ce suffisant pour ’arracher a 'attraction terrestre ?

4) Chute du satellite

4.a) En admettant que les deux formules établies en 2) restent correctes par la suite, déterminer
la loi donnant I’évolution de R au cours du temps dans le cas du frottement du satellite dans
I’atmosphére (de masse volumique p) : f = —kp¥. On utilisera le théoréme de I'énergie méca-
nique.

4.b) Dans le cas d'un satellite spot (msas = 2 tonnes) de coefficient k = 1,35.10% uSI, & 822 km
d’altitude la masse volumique de l'air est p = 3.107!* kg.m~3. Calculer de combien de métres le
satellite chute en 1 jour.

4.c) Sl évoluait & 250 km d’altitude, la masse volumique de air serait p = 6, 8107 kg.m
Effectuer le méme calcul et conclure.

Rép. : 1) R=42300 km; h = 35900 km; 2) €, = —2GMrsat . 3y £ = 1m0 (8,5.100) > 0;
4.a) R(t) = R(0).exp (—%.t) ; 4.b) Az = —2,5m/jour; 4.c) Az = —5,3 km/jours

-3

La station spatiale internationale

En faisant ’hypothése que ISS a un mouvement circulaire (excentricité = 0,00031) et une altitude
de 384 km, déterminer sa vitesse v ainsi que sa période T en fonction uniquement de Ry,
go = G(Rr) (champ gravitationnel terrestre a la surface de la Terre) et Rjss.

Effectuer les applications numériques.Données : Ry = 6400 km

/go0-R% ot T 42 Rlss
Riss goRZ

B Approche des orbites elliptiques
Ex-M7.11] Méthode du vecteur excentricité [d’aprés école de I'air 1987]

On se propose d’étudier le mouvement d’un satellite autour de la Terre. La seule force est I'at-
traction newtonienne de la Terre ? = —M—Q er. Le satellite M de masse m est repéré par ses
coordonnées polaires r et 6. "

1) Etablir la relation différentielle liant la vitesse U et ef. Cette relation s’intégre sous la forme
v =a (e_g> + ?) ol € est un vecteur constant appelé vecteur excentricité et a une constante a
déterminer en fonction de p et C' (ot C est la constante des aires).

2) Calculer le produit scalaire ¥ .e;. En déduire I’équation polaire de la trajectoire sous la

forme :

— p ; e e g
T(G)_l-l—ecos(ﬁ—ﬁo) ol e=|€| et Oy=(e, €).

Exprimer p en fonction de p et C.
3) Montrer que l'on peut exprimer 1’énergie totale € sous la forme : & = k (e? — 1). Exprimer k
en fonction de p, C et m.

2
Rép : 1 dv “d@%?:%ﬁ ) 2)k=1"

At C dt ¢+

Bl Autres exercices

Ex-M7.12| Expérience de Rutherford

L’expérience de Rutherford est I'expérience historique qui Vi
a établi le caractére lacunaire de la matiére, I’essentiel de

la masse d’un atome étant concentrée dans un noyau treés

petit devant les dimensions de ’atome. m
On se propose d’étudier la déviation angulaire ¢ de la tra-
jectoire d’une particule  par un noyau massif de masse M p
et de charge Ze. Une particule a est un noyau d’hélium de
masse m et de charge 2e (ion hélion).

1
S

S
l

<
Qe¢—>»
‘{fb
A Aut
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La particule « arrive avec une vitesse o4 = vpeq et une ordonnée b loin du noyau, situé a l'origine
des coordonnées.
1) En supposant la masse M suffisamment grande pour que le noyau massif reste pratiquement
immobile, déterminer deux constantes du mouvement de la particule a.
2) En déduire que le mouvement est plan, et déterminer la vitesse 71 loin du noyau massif, aprés
I’interaction.
3)
3.a) Montrer que la composante selon e_y> de l'accélération de la particule a peut s’exprimer en
fonction de @ et de 6, ou r et 6 représentent les coordonnées polaires de la particule o dans le
plan de la trajectoire.
3.b) Déterminer la composante selon e_y> de 71 et en déduire I’angle de déviation .
4) On répeéte lexpérience de Rutherford en envoyant sur une cible fixe dans le référentiel du
laboratoire et constitué par une trés mince feuille d’or, des hélions d’énergie £g = 5 MeV. On
supposera la masse des atomes d’or grande devant la masse des hélions. On observe une déviation
des hélions atteignant 150° au maximum.
4.a) Calculer la valeur minimale byin du paramétre d’impact.
4.b) Calculer la plus petite distance d’approche 9 d’un hélion et d’un noyau d’or, lorsque le
paramétre d’impact a pour valeur by;,. En déduire une borne supérieure de la valeur du rayon
du noyau de ’atome d’or.
Donnée : Numéro atomique de l'or Z = 79.

%) 27¢e?

Rép: 3.b) tanL = ————; 4.b) byin = 6,17.107"° m ; 4.b) ro = 4,5.107"* m.
2 4dmegmbug

Ex-M7.13] Force centrale en 1/r® (**, a chercher aprés avoir travaillé le reste)

Un point matériel M de masse m est soumis, dans un référentiel galiléen R, & une force d’ex-

: a z 2 : z .
pression 7 = ——367 en coordonnées sphériques de centre O, a étant une constante posi-
r
. N . e w4 N . N
tive. A linstant initial, M est & la position My telle que OMy = rg e_;;, avec une vitesse

0 = vo(cosaac> + Sinae_y)).

1) Montrer que le mouvement est plan et déterminer le plan de la trajectoire.

2) Montrer que la force ? est une force conservative. En déduire I'énergie potentielle €,(r) dont

elle dérive (on prendre €,(c0) = 0)). Déterminer 'expression de 1'énergie potentielle effective

Ep.eff compte tenu des conditions initiales.

3) rp étant donné, indiquer la condition sur vy pour que le systéme soit dans un état de diffusion.
T

4) La particule est dans un état de diffusion et o = —.

2
PO . Troup dr : : 1 du
a) Etablir que 7 = ———. En déduire que 7 = —rguoujy avec u(f) = —— et up) = —.
) q 2 0 d oYt 0) = <t % = 39
b) Exprimer la conservation de I’énergie mécanique en fonction de la variable u et de uy.
a
En déduire que u vérifie I'équation : g + n’u=0 avec n= /1 — i
mrgv,

c) Déterminer I’équation polaire de la trajectoire compte tenu des conditions initiales.
d) Donner lallure de la trajectoire pour n = 0,1, p =0 et ro = 1 m.

__ Solution Ex-M7.13

1) La force est centrale de centre de force O. Le T.M.C. pour M évalué en O dans le référentiel

—
dL M — SN —
R s’écrit : (OQ;()) = Mo(?) —OM x F = ﬁ, soit Lo,r(M) = Cte, d’expression :
R
—
L—>(M) Lo r(Mo) =roes X mug(cos a es +sina EZ) = mrovg sin o e,
= __% . .
O/R OM x vy m =re, x (1."6_1n>+7‘06_9>) = mr2Qvez = mC el

avec C = r?0 = roupsina , la constante des aires.
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—— —
Le vecteur position OM est orthogonal & tout instant & Lo, donc & e_;, direction fixe de 'espace :
la trajectoire est donc plane, contenue dans le plan (Oxy)J_e_;.

2) Lors d’'un déplacement élémentaire de M, le travail de la force T est : oW = —% ver.(de; +
T
a a
rdey) = —— dr = —d¢&,, avec &, = ~5,2 (en choisissant 1’énergie potentielle nulle & U'infini).
r r

Thmé,, : d€,, = Wy =0, soit | €, = Cte : le systéme est conservatif.
Le systéme {M, m} a pour énergie mécanique :

1 I : 1 5 1mC?
Em=C+ & = QmUJQVf/R + Ep(r) = §m(7“2 +1r20%) + Ey(r) = §m7’2 + 3 + Ep(r)
——
gkﬂ‘ ‘Sp,eff(r)
. 1 mC? mrévdsin?a —a
Dot &, (1) = 5 2 = &) — 572

3) L’énergie potentielle s’annule & l'infini. Le systéme est donc dans un état de diffusion si son
énergie mécanique est positive, ce qui se traduit par :

1 a a
8m:Cte:8m(0):§mU8—27r8>0 < vy > m_7'(2)
Lo

4.a) Comme la constante des aires s’écrit : C' =

.odr. rovg <dr>
ona: 7r=—0=

24 ; 7T
=10 = roug sin a = rovg pour o = 5

0”2 \do
. <1> Soit : |7 = —TOUOUfg
Comme u) = 4 :—ig on a : g:—ﬂu’
0 de r2 de’ ) (120 ’ 2,2
Alors &, = Ek,r + 8p,eff = émrQ + % = %mr%v%(ué)Q + %'Lﬂ
en dérivant 2,2

4.b) Puisque &,, = Cte ———— 0= mravduj.up+ (mrivi — a)u.uj
par rapport a 6

Comme le cas uj = 0 ne nous intéresse pas (on étudie le mouvement de M), on obtient :

1" a I 2 a
g+ |1l——=|u=0 & uyy+nu=0 avecn=,/1———
’ ( mrav3> o ! mrged
a
Rq : 7 est bien défini puisque 1 — —5— > 0 d’aprés la condition sur la vitesse établie en 3).
Tovo

4.c) La solution générale de ’équation est : u(f) = A cos(nf) + B sin(nh)
At = — ~ ' =M — 5 ) — o
At=0, 6y =0 (puisque OMy = 0 ), donc €,(0) = ez, e5(0) = ¢,

— 4

Soit 7§ =4 0 . )
O H0)E + b (0)E = #(0)& + rob(0)E :
Donc : 7(0) = 0 = —rovou/(p) (d’apres 4.a)). T
1 o
D’ou u(0) = ro 4 3 \
up(0) =0 = —Br
Cl: u(o) = — _ o e
tu(f) = —cos(nh) < [r= TN
"o Z ‘ o 0 3
cos (9 1-— %) 6 A 2
mrév} s
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DL n°10 — Satellite géostationnaire

Le mouvement des satellites artificiels de la Terre est étudié dans le référentiel géocentriqueR g
supposé galiléen. Ce référentiel a pour origine le centre O et ses axes sont orientés dans la
direction de trois étoiles éloignées fixes. Dans le référentiel géocentrique, la Terre tourne autour
de son axe avec une période de révolution T et une vitesse angulaire §Q.

On désignera par Mp et Rp respectivement la masse et le rayon de la Terre. G est la constante
de gravitation universelle.

Données : T =286164 s; Mp =5,98.10** kg; Rr = 6370 km; G = 6,67.10't N.m?.kg—2.
Un satellite artificiel M de masse m est en orbite circulaire de rayon r autour de la Terre. Les
frottements dus & 'atmosphére sur le satellite sont négligés.

1) Montrer qu'un satellite artificiel en orbite circulaire autour de la Terre a nécessairement une
trajectoire plane contenant le centre O de la Terre.
Etude systématique d'un probléme de mécanique : cas de mouvement a force
centrale.
o Définir le systéme étudié.
e Choisir le référentiel d’étude.
¢ Bilan des forces appliquées au systéme.
< Le systéme est-il conservatif ?
Dit autrement, les forces appliquées au systéme dérivent-elles d'énergies potentielles? Les-
quelles?
< Le mouvement est-il a force centrale conservative?
Auquel cas, I'étude d'un tel mouvement est systématique :
o Etablir la conservation du moment cinétique : montrer que le mouvement a lieu dans un
plan fixé par les conditions initiales sur la position et la vitesse du systéme, et obéit a la loi
des aires.

o Etablir la conservation de I'énergie mécanique.

2) Démontrer que le mouvement du satellite autour de la Terre est uniforme et exprimer litté-
ralement sa vitesse vg. On exprimera d’abord vy en fonction de G, My et r, puis en fonction de
go, R7 et r, ot gg désigne l'intensité du champ de pesanteur a la surface de la Terre.

Le satellite SPOT (Satellite sPécialisé dans I’Observation de la Terre) est en orbite circulaire &
Paltitude h = 832 km au-dessus de la Terre. Calculer numériquement la vitesse vg de SPOT sur

son orbite.
e Préciser le nombre de degrés de liberté du probléme

e Détermination des équations du mouvement (par projection du PFD dans une base
adaptée)

— Le théoréeme du moment cinétique ayant été utilisé en 1) , on peut utiliser le cacactére
vectoriel du Principe Fondamental de la Dynamique.

— Les coordonnées polaires dans le plan de la trajectoire sont adaptées au mouvement a force
centrale. L'origine O est au centre de force.

Rappels : | o Grandeurs cinématiques dans le cas général en base polaire dans un référentiel

OM =re; 7]\4/73 =ier +rleg 7M/R = (7‘—7“92)6_24-(1"9—}—27"9)6_9>
o Pour une trajectoire circulaire, les expressions précédente se simplifient en posant » = C'ste :

OM:T'6_T> 7NI/R:r96_9> E)AI/R:*T826—;+T9€_9>

o Puisque le probléme s'intéresse a la vitesse v = r du satellite, il est plus judicieux d’écrire :
2

— . v dv

OM =&’ WM/Rere_e):ve_g 71\4/71:—*6_:4—&67
T

3) L’origine de I’énergie potentielle gravitationnelle est choisie nulle & I'infini. Exprimer I’énergie
mécanique &, du satellite autour de la Terre en fonction de G, My, r et m. Quel est l'effet des
forces de frottements de ’atmosphére sur le rayon de la trajectoire et sur la vitesse du satellite ?

Méthode : | Etablir (ou revenir sur) la conservation de I'énergie mécanique en appliquant

le Théoréme de I'énergie mécanique.
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4) Exprimer I'énergie mécanique {f du satellite immobile & la surface de la Terre en un point de
latitude A en fonction de G, Mr, m, Rp, A et de la période T de rotation de la Terre autour de
I’axe Sud-Nord.

Pourquoi lance-t-on préférentiellement les satellites depuis les régions de basse latitude (Kourou
en Guyane francaise : latitude 5° Nord; Cap Canaveral en Floride : latitude 28° Nord). Les
lance-t-on plutét vers 'Est ou vers ’Ouest ?

Méthode : | Le satellite est immobile sur la surface de la Terre

mais en rotation dans le référentiel géocentrique R¢.
Attention : Ce référentiel ne tourne pas avec la Terre dans
le référentiel de Copernic, car ses axes sont orientés vers des
étoiles éloignées fixes. C'est la Terre qui tourne autour de |'axe
des poles (SN) dans R¢.

La vitesse du satellite fixe au sol M est donc la vitesse d'un
point de la surface de la Terre confondu avec lui (un point
coincident) en rotation autour de 'axe (SNV).

< La trajectoire du satellite est donc circulaire de rayon R =
HM qui s’exprime en fonction de Ry et de A, dans le plan
passant par H paralléle au plan de I'Equateur.

— Il faut donc écrire la vitesse de M en coordonnées polaires
(cf. Rappels en 3) ), avec origine en H, en faisant apparaitre
Q) = 0 qui est la vitesse angulaire de la Terre autour de son axe.

orbite hors du
plan de I'équateur

orbite dans le
plan de l'équateur

o La vitesse angulaire est associée a la période de révolution par
quelle relation ?

Un satellite artificiel de la Terre est géostationnaire s’il est immobile dans le référentiel terrestre :
son orbite est circulaire, il survole constamment le méme point de la surface de la Terre.

Le satellite TELECOM de masse ms; = 1 t est en orbite circulaire dans le plan de ’équateur. Il
est géostationnaire .

5) Peut-on placer un satellite géostationnaire en orbite en dehors du plan de I’équateur ?

6) Calculer l'altitude hg (ou distance au sol), la vitesse vg et I'énergie mécanique E,,¢ du
satellite TELECOM sur son orbite géostationnaire. Tous les satellites géostationnaires doivent-ils
avoir la méme masse ?

Méthode : | Utiliser la Troisiéme loi de Kepler : loi propre aux trajectoires circulaires ou

elliptiques d’astres tournant autour du méme centre de force et dont Il'interaction mutuelle est
négligée.

— L'appliquer ici au cas de satellites en orbite autour de la Terre.

o Cette loi est indépendante de la masse m du satellite. Elle dépend de a, rayon de la trajectoire
circulaire ou demi-grand axe de la trajectoire elliptique.

o Elle dépend aussi de My, masse de la Terre associée au centre de force O. La Terre est cici
supposée a symétrie sphérique : cema signifie que la répartition de sa masse ne dépend que de
r. Dans ce cas, la Terre se comporte comme un point matériel situé en O auquel on associe la
masse totale M.

7) Comparer les termes E,,¢, Exg et Epg d'un satellite géostationnaire avec les termes corres-
pondants &€,,0, o et Epp du satellite immobile & la surface de la Terre dans le plan de I’équateur.

___ Solution DL n°10
1) e Systéme étudié : {M,m}, satellite de la Terre étudié le référentiel géocentrique supposé
galiléen Rg.

e Bilan des forces : la seule force appliqué & M est la force gravitationnelle :

Mrm Mpm —
?ext:?:_g ;; e_r>:_g :; OM

e Cette force est conservative, dérivant de 1’énergie potentielle gravitationnelle :
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Mrm
r

(en choisissant l'origine de ’énergie potentielle pour r — 00).

8p,g?"av = _g

_) %
e Cette force est également centrale, donc Mo(?) —OMxF=T7.
— le théoréme du moment cinétique appliqué en O dans R conduit donc & :

—)
(“"/R(M)> = Mo(F) = B | o, (M) = Cste
Ra

dt

- —
e Comme V¢t Lo/r, (M) LT =(0OM, WM/R(]), on en déduit que la trajectoire (constituée par
I’ensemble des points M contenus dans les plans 7) est tout le temps orthogonale & une direction

constante qui celle de fo /R, — duwon peut librement choisir selon er.
Des lors, la trajectoire de M est contenue dans le plan (Ozy).

2) e Pour le point matériel M en mouvement circulaire dans le référentiel géocentrique, le
Principe Fondamental de la Dynamique s’écrit :

) . Mrm,
mE)M/RG _F & m(—rf*e + rlef) = —Q%e_g, soit :
r
v? gMTm o @ —| v=uwvy = ctse ‘Mouvement circulaire uniforme
—m— —
r r2 PN GM
T
_odt r
e A la surface de la Terre, si 'on assimile le champ de pesanteur au champ gravitationnel :
Mrm .
mgo ~ g?, dou:| GMp = gOR%’

T
Alors : | vo = Ry /g—: = Ry, /RTgi = T,44 km.s”!

3) e Le satellite n’étant soumis qu’a une force conservative, le Théoréme de I'énergie mécanique
92 :
s’écrit :

d€,, = Wync =0« &, = Cste

5 " & | & = cste = —§8pvgmv

D’ou :
1 _Mprm
Em - Sk + gp,gv"av = _Ek - _ig L

r

e Lorsque des forces de frottements (forces non conservatives qui s’opposent au mouvement)
apparaissent, le Théoréme de la puissance mécanique s’écrit :
dépm
At
Alors, I'énergie mécanique diminue au cours du temps : le rayon de la trajectoire sera de plus

en plus faible (7 ) et le mouvement tourbillonnaire autour du centre de force se fera avec une
vitesse. . . de plus en plus grande (v ) !

Pnc/rRe = 7 U re <0

4) e Lorsque le satellite est posé sur la Terre en un point de latitude A, son énergie mécanique
dans le référentiel géocentrique se compose :
o de I’énergie cinétique d’un point matériel M en rotation de rayon p = Ry cos A autour de ’axe

1 1
des poles a la vitesse angulaire 2 : = §m012\/l/7€c = im(pQ)z, soit :

1 (2 2
& = im (;RT cos )\>
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o de 'énergie potentielle gravitationnelle qui est inversement proportionnelle & la distance dui
MTm
Ry

satellite au centre de force (r = OM = Ry dans ce cas) 1| Epgrav = —G

— D’ou :

1

2w 2 Mrm
Em=Ep= im <TRTCOS)\> -G

Ry

e On constate que cette énergie mécanique est maximale lorsque A = 0, ¢’est-a-dire sur I'Equa-
teur. Puisque le terme d’énergie potentielle est indépendant de la latitude (on suppose la Terre
parfaitement sphérique), cela veut dire qu’a I’énergie mécanique maximale correspond une énergie
cinétique maximale dans le référentiel géocentrique due a la rotation de la Terre :

2
grotation _ lm QIRT
k,mazx 2 T

Or, pour lancer le satellite, il faut lui fournir un supplément d’énergie cinétique dans le référentiel
géocentrique. Ce supplément sera d’autant plus faible que 1’énergie cinétique du satellite est déja
importante — ce qui est le cas lorsqu’on est & ’Equateur.

Mais pour bénéficier de cette énergie cinétique maximale & 'Equateur da a la rotation de la
Terre, il faut bien entendu envoyer le satellite dans le sens de rotation de la Terre, c’est-a-dire
vers ’Est.

2
o ve(A=0)= %RT — 0,46 km.st

5) Le plan de la trajectoire circulaire du satellite M doit contenir le centre de force O (cf. 1 ).
Pour qu’un satellite géostationnaire soit toujours au-dessus d’un méme point de la surface ter-
restre, il est impératif que le plan de sa trajectoire circulaire soit orthogonale a 1’axe des poles.
Cl : tous les satellites géostationnaires sont contenus dans le plan de I'Equateur.

6) e Un satellite géostationnaire doit tourner dans le plan de I’équateur (cf. 5 ) sur un cercle
de rayon rg avec la méme vitesse angulaire Q que la Terre (de maniére a étre en permanence

27
au-dessus du méme point de la surface de le Terre) : vg = rgd = TG?.
. . e GMr 1
e Comme, par ailleurs, cette vitesse s’écrit également (cf. 2 ) : vg = /=——, on en déduit la
rag
troisiéme loi de Képler :
GMr 27 - T? A2
vg = = rao—= - =
¢ rG “T 3, GMry

e Sachant que r¢ = Ry + hg, on en déduit I'altitude d’un satellite géostationnaire :

T2G M 1/3
rGZ<gT> = 42170 km @] hg =rg — Rr = 35800 km

e La vitesse de rotation du satellite géostationnaire est :

2
ve = raQ = (Ry + ha)% — 3,07 km.s~!

ces résultat son indépendant de la masse du satellite géostationnaire considéré. On retiendra
que l'altitude de I'orbite géostationnaire est ~ 36 000 km.
e [’énergie mécanique du satellite TELECOM dans le référentiel géocentrique est :

1 M

EmG = ~mwd — G — 4 7.10° J
2 TG
——

——
4,710 J 94109 J
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7) Ces grandeurs sont a comparer avec les termes d’énergie cinétique de rotation et d’énergie
potentielle gravitationnelle du satellite immobile & la surface de la Terre :

1 /2 2 M
Emp = =M (”RT) _ gl _ 69,510 J
Rr

0,1.10° J 62,6.10° J

DL n°11 — Atome de Bohr

Quantification du moment cinétique

En 1913, le physicien danotis Niels Bohr (1885-1962) imagine un
modele « planétaire » de l'atome afin d’expliquer les raies émises
par des atomes d’hydrogéne excités. Ce modéle, aujourd’hui ob-
soléte, me permit pas d’expliquer les spectres des autres atomes.
Une nouvelle physique fut nécessaire : la physique quantique.

Dans le modéle de Bohr, 'atome d’hydrogéne est un systéme a
deux corps ponctuels constitué d’un noyau, le proton de masse
m,, et charge électrique +e, et d’'un électron M, de masse m, et
de charge —e.

La masse du proton étant prés de 2000 fois celle de I’électron,
le proton est considéré comme fixe dans le référentiel d’étude
supposé galiléen R4 (O, EL«), e_y>, ej) — ot origine O correspond au
noyau de ’atome.

Données : h =6,626.1073% J.s; g = 8,84.107 2 C2. N~ 1.m~2;

Bohr [c. 1922]

c=310 m.s7':m.=9,1103" kg; e=1,6.10"1 C.
e Premier postulat de Bohr : L'électron se déplace uniquement sur certaines orbites
circulaires appelés états stationnaires.
Ce mouvement peut étre décrit par la physique classique.
D’aprés Bohr, |'électron a un mouvement circulaire de rayon r et de vitesse v autour

de O.
Le champ de pesanteur est négligeable a I'échelle atomique et I'électron n'est soumis
2
s y . . e
qu’a la force d'interaction électrostatique : ? = —726_72.
4dmegr

1) Montrer que le mouvement circulaire de ’électron autour du noyau est uniforme et exprimer
v? en fonction de T, e, Me et €.
2) Exprimer I'énergie cinétique €y (r), 'énergie potentielle d’'interaction électrostatique €,(r) et
I'énergie (mécanique) €(r) de I'électron : E(r) = Ex(r) + Ep(r).
e Deuxiéme postulat de Bohr d’aprés une idée de Planck : L'électron accéléré par
le proton ne peut pas rayonner de facon continue, mais doit attendre de passer d'une
orbite permise n a une autre orbite d'énergie inférieure m pour émettre brutalement
un rayonnement sous la forme d’'un photon d'énergie : hvy,_,, = &, — &, (avec
n>m).
En et &, sont les énergies des deux états n et m, h s'appelle la constante de PLANCK
et vp_ym est la fréquence du rayonnement correspondant a la transition n — m.
e Pour quantifier |'énergie de I'électron, Bohr ajouta un troisiéme postulat ou condi-
tion de quantification : les seules trajectoires circulaires permises sont celles pour
lesquelles le moment cinétique orbital est un multiple entier de la constante de PLANCK
réduite A :

h
Lo(M) =nh=n—.
o(M)=n ng
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3) Déterminer la vitesse v de I’électron en fonction de 7, me, h et du nombre quantique principal
n (n entier > 1).

4) Les trajectoires stables de I’électron sont des cercles de rayons r quantifiés par n tel que :
r = n’r.

Calculer (en pm) le rayon de Bohr noté rg.

5) En déduire Iénergie totale de ’électron quantifiée sous la forme : &, = —8—(2).

6) En supposant I’électron dans son état fondamental (n = 1), calculer sa vitesse vy et I’énergie
d’ionisation de I'atome (I’exprimer en eV : 1 eV =1,6.10"% J).

L’¢électron est-il relativiste 7

7) Déterminer I'expression littérale de la constante de RYDBERG Ry relative a 'atome d’hydro-
géne et calculer sa valeur sachant que :

1 Yoo 11
- —R _
c " < n?

— (avec n > m et ¢ la vitesse de la lumiére dans le vide).
An—sm m?
__ Solution DL n°11
e Systéme étudié : {M, m, —e}, électron dans le référentiel terrestre supposé galiléen R,.
e Bilan des forces : le poids et l'interaction électrostatique exercée par le proton (O). Le poids
étant négligeable devant cette derniére force, on a :
Pa=F=_—°.2

ext — = ﬁer-

TeQT . R

e Cette force est centrale, donc MO(?) —OMxF=T7.

1) e Le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a 1’électron donne :
— -
e @ M/Rg = 4megr? er

e La base adaptée & une trajectoire circulaire (r = C'ste) et plane est la base polaire (e, eg).
U2 — dv —

L’accélération de I’électron dans cette base est : 7M/Rq = —rf?e, + rée_g =——e, + Eeg
‘ r
2 2
. v dv —e .
Le P.F.D. s’écrit donc : ——e_z + —e_g = 726_:, soit :
T dt 4megr

dv : . .
— FEn projection selon e i 0 <:>‘ v=rf = Cste ‘ : I’électron a un mouvement circulaire

uniforme autour du noyau.

. v —e? e
— En projection selon e; : ——

r  4mwegr? VAamTegmer ©

2) e L’énergie cinétique de I’électron dans R est :

Eu(M) = 2 = & _ gy
k _2mv_87reor_ BT

e Pour déterminer I’énergie potentielle électrostatique, il faut revenir au travail élémentaire fourni
par la force électrostatique

2 2
SW(F)=F.dOM = -5 & . (dre} + rdfe}) = ———dr = —d&,(r)
4dmegr? Tegr2

2

Do : Ep(r) = R + Cste, soit, en prenant €,(r — 00) =0 :
o2
Ep(r) = " Armegr? = —2&(r)
e [’énergie totale de 1’électron est donc :
Ep(r) e?
() = &n(r) + &(r) = —ex(r) = B =~ |
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3) e L’expression du moment cinétique de I'électron dans R, évalué en O est :

—
fO/Rg (M)=0M x MV = re; X mevep = merve,

e Or, ce moment cinétique est quantifié, d’expression : Lo(M) = merv = ng o
s
h

2Tmer

d’ou la vitesse de 'électron : | v=mn

©)

4) (@ et 9 permettent d’écrire :
e h

v = =n
VAmTegmer 2mmer

e Cette équation permet d’établir les rayons des trajectoires circulaires stables de 1’électron autour
du noyau :

2

eoh

r=n? 5 = n’rog | ®
TMee

e On en déduit la rayon de Bohr qui correspond & la trajectoire de ’électron dans son état
fondamental n =1 :

h2
ro = % <0 5 = 03pm
n TMee
2 2 2
® e es 1 mmee
5 — £ = — = — —
) () (r) S8megr 8meg n? egh?
Ainsi :
&o meet
8(7‘) = _ﬁ avec 80 = W @

6) e Lorsque 'électron est dans son état fondamental, c’est-a-dire dans son état de plus basse
énergie (n = 1) correspondant a l'orbite la plus proche du noyau : £(r) = —€g = —13,6eV

e Définition : L’énergie d’ionisation d’'un atome est 1’énergie minimale & fournir & un atome
gazeux X, dans son état fondamental pour lui arracher un électron.

Elle correspond au processus : X, M X(Z) + e&).

Cette définition appliquée a I'atome d’hydrogeéne :

+€'Lon —
Hg — ——— Hy +e,
~—
Etat initial : n =1 FEtat final :n—o0

D'ou :

[ €ion=E(n—00) —E(n=1) =& = 13,6 eV

e dans ’état fondamental, la vitesse de 1’électron est, d’aprés @ et @ :

B h
N 2Tmero

V0 =2,2.10 m.s7!

v
e Cette vitesse reste éloignée de la vitesse de la lumiére dans le vide (= < 0, 1) : I’électron n’est
c

pas relativiste.

7) Pour déterminer la constante de RYDBERG, écrivons 1'énergie de 1'électron dans les deux
niveaux quantiques n et m considérés :

: . &o
o Niveau supérieur n_: &, = ——
n
o &o
o Niveau inferieur m <n : €m = ——5 < &y
m
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e Lorsque 'atome dans le niveau d’énergie supérieur n se désexcite en passant dans le niveau
d’énergie inférieur m, il libére un photon d’énergie hv,,_.,, telle que :

11
hunﬁmzen—em:eo( )Eh ¢

m? n? An—m

Ainsi, le nombre d’onde de ce photon est :
1 E (1 1 1 1
Ao, c \m?2 n2 m2  n?

Eo meet
c 8e3hc

D’ou :

Ry = =1,09.10" m~!

Rq : Le succeés de la théorie de Bohr vient de la coincidence entre les valeurs expérimentales de
la constante de RYDBERG et la valeur calculée.

__ Solution Ex-M3.3
Q : Masse de la terre?
On travaille dans le Référentiel géocentrique, supposé galiléen.
Systéme S = {Lune}.

Hypothése : trajectoire circulaire car excentricité proche de 0.

2
v dv Mp.my, , . G.Mr
PFD : mp, <_Re_r>+dt€_g) Z—QTe_ﬁ,douv: 7
Mvmt circulaire
27.R 4% R3
Or, pour un mouvement circulaire : v = Rw = WT, donc : | Mp = %ﬁ =6,0.10** kg
Solution Ex-M7.10
On travaille dans le Référentiel géocentrique, supposé galiléen.
Systéme S = {Station Spatiale Internationale}.
Hypotheése : trajectoire circulaire car excentricité proche de 0.
2
vt dU_> MT.m|SS_> N gMT
PFD : myss <—e + eg> =—-GG————e¢;, douv=
Riss ' dt Rz, Riss

Mvmt circulaire
Déf : le champ gravitationnel en un point M est la force gravitationnelle que subit un point

matériel placé en M divisée par sa masse m : 8(M ) = &

Donc, le champ gravitationnel dt & la Terre de masse Mrp est, & la surface de la Terre :

GMrp
G(Rr) =
2
Comme G.Mr = G(Rr).R%, on peut écrire : |v = (X]]%%T%
ISS

Or, en identifiant pour un corps de masse m quelconque le champ gravitationnel di & la Terre avec

le champ de pesanteur, on a : G(Rr) = go ~ 9,8 m.s~2, et donc : |v = [ L ~ 7,7 km.s™1

2w . .
Comme v = Rissw = Rjss.— pour un mouvement circulaire, on a :
T b

4 2
T:,/%%.R?SS ~ 1h 32min
T
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