2009-2010 Exercices - Mécanique | PTSI

B travail, énergie potentielle, énergie cinétique et énergie mécanique

=» Bien regarder les fiches Méthodes M2/M3
Ex-M3.1| Chute verticale avec frottement :

Une masse ponctuelle m = 200 g est lancée vers le haut depuis le point A avec une vitesse initiale
vq = 10 m.s~ L.

En supposant la force de frottement verticale, d’intensité constante f = 0,50 N, calculer (sans
calculatrice) :

1) La hauteur h = AB dont elle est montée

2) sa vitesse vf4 quand elle repasse par le point de lancement.
Données : On oriente la verticale Oz vers le haut. g = 10 m.s~2 et \/g ~0,77.
Rép : Corrigé complet sur le Blog

vi
Ty

Ex-M3.2] Vitesse d’un pendule

On accroche une bille de masse m = 200 g au bout d’un fil de masse négligeable et de longueur
[=1m.

On lache la bille avec une vitesse nulle dans une position initiale faisant un angle fy = 15° avec
la verticale.

1) Quelle est la vitesse v, lors de son passage par la position verticale ?

2) Etablir par deux méthodes puis calculer la période de ce pendule en suposant que le mouve-
ment vérifie 'hypothese des petites oscillations.

Rép: 1) v, =0,82m.s7!;2) To=2,0s.

Ex-M3.3 | Vitesse minimale

Un point matériel M soumis a la pesanteur et & une force de frottement fluide opposée a la
vitesse est lancé avec une vitesse initiale inclinée d’un angle a avec le plan horizontal.

En appliquant seulement le théoreme de la puissance cinétique (et sans aucun calcul de trajec-
toire), montrez que la vitesse (en norme) est minimale aprés le sommet de la trajectoire.

Ex-M3.4 | Frottement fluide

Un véhicule assimilé & un point matériel M, est en mouvement
circulaire (rayon r) uniforme (vitesse de norme v). La force de

IS ot s

=» Cf Blog 1) h=zp—2zp=
mg + f

=4,0m;2) vy =wva

frottement fluide agissant sur le véhicule est du type : 7 =—a7.

— Déterminer le travail W de cette force lorsque le véhicule part
de A et arrive en B apres n tours complets. Commenter le résultat
obtenu.

1
Rép : W = —av2nr <n + 2)

Ex-M3.5] Glissement d’un solide sur un plan incliné

Résoudre I'exercice Ex-M2.9 par un raisonnement énergétique. Par ailleurs, on ajoute la ques-
tion suivante lorsqu’on tient compte du coefficient de frottement solide f :

=» Quelle est la vitesse minimale vz min (exprimée en fonction de f, g, H et o) qu'’il faut com-
muniquer au point matériel M initialement placé en A pou qu’il puisse atteindre le point O.
Indication : Résoudre cet exercice en appliquant le Th&y, :

- pour le mouvement de O vers A :

—
A€ osa=Wosa(Fer)  avec A&posa = Era—Ero
Dans ce cas, que vaut la vitesse initiale en O 7
q
- comme pour le mouvement de A et O :

—
A€k a0 = Wano(Fext) avec : A€p a0 =Ero —Exa
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(Dans ce cas, que vaut la vitesse finale en O lorsque v4 = VA min ?)

Rép : VA min = \/ZQH(I + f.cotan )

Ex-M3.6 | Force élastique / stabilité d’un équilibre

Soit un référentiel galiléen R, de repere (O, er, e_y>, e—z>)

Une perle quasi ponctuelle P, de masse M est as- | M
treinte a se déplacer sans frottements le long d’un o

demi-cercle de rayon a. Le point P est attaché a

un ressort (k, lp) dont lautre extrémité est fixée a

en O' (00" = a). le point P est repéré par l'angle

0 =(0x,0P). 0]

1) a) Exprimer 075 en fonction de a et 6 dans la base
polaire. En déduire I’expression du module O'P.

b) exprimer la tension 7' du ressort en fonction de a,
k, ly et 8 dans la base polaire.

2) a) Comment s’exprime la vitesse de P dans Ry X\
dans la base polaire 7

b) On note ? la résultante des forces exercées sur P. Donner I'expression de la puissance de
cette résultante dans R, en fonction de 6 et 6.
En déduire I'énergie potentielle £, (& une constante pres) dont dérive la résultante.

2M M
3) a) On suppose les relations suivantes entre les parametres : a = 3 g etlp=+/3 <a — kzg>

— Quelles sont les positions d’équilibre 61 et 65 pour 6 positif ?
b) Etudier la stabilité des équilibres obtenus.
c) Quelle est la période T des petites oscillations de P autour de la position d’équilibre stable ?

0 dé
Rép: 3.a) &, = Mya <cos@ —2v/3cos 2> et chercher 6. tel que <d€p> (0.) =0;

3.c) Poser 6 = 0, +¢ et montrer que e vérifie € +w?e = 0 avec w = %, soit : €(t) = €y cos( t+p)

avec T = 47r\/E.
g

Ex-M3.7 | Force de gravitation et tunnel terrestre /\

On démontre que pour tout point M de masse m situé a
I'intérieur de la Terre, a la distance r du centre O de la terre,
I’attraction terrestre est une force agissant en ce point M di-
rigée vers le centre de la Terre et de valeur :

F= —mgo%e_r>

ot R est le rayon de la Terre et r = OM. (R = 6,4.105 m et
go =10 m.s72.)

1) Quelle est I’énergie potentielle de M (en supposant que £, =0 pour r =0)?

2) On considére un tunnel rectiligne AB, d’axe (Hz) ne passant pas par O et traversant la
Terre. On note d la distance OH du tunnel au centre de la Terre.

Un véhicule assimilé a un point matériel M de masse m glisse sans frottement dans le tunnel. Il
part du point A de la surface terrestre sans vitesse initiale.

— Quelle est sa vitesse maximale vy, au cours du mouvement ? A.N. avec d = 5.106 m.

— Exprimer HM = z en fonction du temps ¢ par une méthode énergétique. Retrouver I’expres-
sion de vy,.

3) Représenter et commenter le graphe de €,(z) ; €,(x) étant I’énergie potentielle de gravitation
de M. Décrire le mouvement de M a partir de sa position initiale en A.
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1 d?
Rép: 1) &, = 5%7"2; 2) vm = 4/90 <R — R) =510 m.s~t et 2(t) = —vR2 — d? cos(wot)
1
avec wy = %; €, = 5%(612 +2?) = az + b et &y = Cte = Epmax = Ep(A) = &,(B) ou
2
encore &, = Cte = &k max + Epmin = Em(H). Oscillations périodiques de période T = il
wo

Planeur :

Un planeur et son pilote (masse totale m = 310 kg) volent & vitesse constante (vg = 110 km.h~1)
en air calme.

1) Calculer le travail Wy des forces de frottements lorsque le planeur descend de 2200 m
d’altitude a 700 m.

2) La finesse du planeur est de 38 (la finesse est le nombre de kilometre(s) parcouru(s) horizon-
talement pour une perte d’altitude de 1 km en air calme). — Calculer l'intensité de la force de
frottements f .

On exposera clairement les hypotheses faites et les raisons de leurs choix.

3) Dans une « pompe » (courant ascendant qui permet au planeur de prendre de l'altitude),
le planeur monte de 700 m & 2200 m d’altitude. — En supposant que W(?) = W)y, estimer le
travail W, fourni par les forces des courants ascendants au systéme {planeur+pilote}.

Rép : Corrigé complet sur le Blog
1) Wy =—-4,6.107J;2) f~—-80 N;3) W,=—2Wy~—9,1.10° J.

Toboggan

Un point matériel M se déplace sans frottements a
I'intérieur d’une gouttiére circulaire (toboggan terminé
par un cercle de rayon a). Il est laché en A, d’une
hauteur h, sans vitesse initiale. On note g 'intensité h
du champ de pesanteur.

1) Exprimer en fonction de a, h, g et 6 la norme vy

A

de la vitesse du point M lorsqu’il est & l'intérieur du

demi-cercle.
2) De quelle hauteur Ay, doit on lacher le point matériel sans vitesse initiale en A pour qu’il

arrive jusqu’au point le plus haut du demi-cercle (6 = 7).

3) Dans ces conditions, donner l'expression de la réaction du support au point I d’entrée du
demi-cercle (0 = 0).

4) Déterminer les limites h; et hg telles que :

a) si h < hy, le point M effectue des oscillations.

b) si hy < h < hg, M quitte la gouttiére et chute pour g <0 <.
c) si h > hg, le point M fait des tours complets (si le guide circulaire se poursuit).

Conseil : probléme unidimensionnel + question sur la vitesse = utiliser le Thm de I’€;, entre A
et M.

5
Rép : 1) vy = \/2g(h—a(1—c080)); 2) hmin = Ea; 3) Rn(I) = 6mg; 4) hy = a et
5a
h2:hmin: 9

Ex-M3.10/ Distance d’immobilisation d’une voiture sur autoroute

Une voiture roule sur une autoroute a la vitesse de v, = 130 km.h~!. On suppose quil y a des
frottements solides entre la voiture et la route.

7 L3 7 H
On rappelle qu’alors la reﬂlon de la route se décompose en une composante normale Ry et une
composante tangentielle R de sens opposé a la vitesse et dont la norme vérifie Ry = f Ry en
notant f le ceefficient de frottement.
Il faut D’ = 500 m pour que le véhicule s’immobilise lorsqu’on n’exerce aucune force de freignage.
1) Calculer la distance de freinage D si la vitesse initiale était de vg = 110 km.h ™1
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2) Le résultat est-il modifié si la route fait un angle a avec 'horizontale (la voiture montant ou
descendant la pente) ?

2
Rép: 1) D= <UO> D" =360 m; 2) Le résultat est identique que la route soit horizontale
v

/

ou non! (Faire un schéma du plan incliné, exprimer Ry et Rp en fonction de m, g, « et f avant
d’appliquer le Thm de I’Ey).

Ex-M3.11] Vitesse minimale (*)

Un solide ponctuel de masse m est lancé en A sur

une piste horizontale prolongée par un demi-cercle
vertical de rayon R.

On donne : AB=1m; R=1m; m = 0,5 kg;
g=9,81 m.s2

1) Les frottements étant négligeables, calculer en

A la vitesse minimale v4 min que doit avoir la masse A
pour qu’elle atteigne le point C.

2) Meéme question lorsque les frottements entre 'objet et la piste sont assimilables & une force
constante de norme f =1 N.

Rép : 1) v4 > vAmin aVeC VA min = VOgR ~ 7,1 m.s~! (Bien entendu, c’était la vitesse de M
au point I dans la question 3) de 'exercice Ex-M3.9) ;

2
2) VA,min = \/5gR + /

m

(AB + Rrm) ~ 8,2 m.s~ L.

Oscillations dans un tube en U (*%*)

Dans un tube en U de section constante, on place un liquide de
masse volumique p occupant une longueur totale L. -
Q : Montrer que si on écarte le liquide de sa position d’équilibre

et qu’ensuite on le laisse évoluer librement, sans aucun phénomeéne
dissipatif, le liquide effectuera des oscillations sinusoidales de

29

ulsation w = .
P L

Ex-M3.13 ] Saut a I'élastique [ps/145]

Un homme de masse m = 80 kg saute a 1’élastique d’un pont d’une hauteur H = 112 m. Il est

retenu par un élastique de raideur k = 1000 N.m~! et de longueur a vide Iy = 80 m.

Il quitte le pont avec une vitesse négligeable. Les frottements sont négligés et le poids s’écrit
= mge_gc> avec g = 9,81 m.s~2 (Attention : ici la verticale est descendante!)

Le mouvement comprend deux parties distinctes : I'une ou la force de rappel élastique est absente

(élastique non tendu), l'autre ot elle est présente. 1) Le systéme est-il conservatif ? Si oui, quelle

est la valeur de son énergie mécanique &, en prenant l'origine des énergies potentielles au point

de départ ?

2) Déterminer vy, la vitesse atteinte par la personne lorsque ’élastique commence a se tendre

(quelle est alors la longueur du ressort et l'altitude x; correspondante 7).

3) Déterminer et calculer la longueur leq de 'élastique & I’équilibre lorsque la personne est sus-

pendue dans le vide. A ce stade, que dire de la sécurité de ce saut ?

4) Déterminer et calculer I'abscisse 3 lorsque l'allongement de ’élastique est maximum. Conclu-

sion ?

Rép : 3) leq =80,8m;4) 20 =92m

Ex-M3.14 | Enroulement d’un pendule autour d’un clou [rs/150]

Un pendule est constitué d'un fil de longueur constante [ attaché A un point fixe A. A son
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extrémité est attaché un point matériel M de masse m. Son inclinaison par rapport & la verticale
est notée . On néglige tout frottement.

Un clou est fixé en B, sur la méme verticale que A & la distance d de ce point. Lorsque le pendule
entre en contact avec le clou, on suppose qu’aucun transfert énergétique ne se produit.

Le pendule est laché sans vitesse initiale depuis la position a = g Déterminer la condition sur

d et | pour que le pendule s’enroule tout en restant tendu.

Indications : Le mouvement est circulaire mais présente
deux phases :

- d’abord de centre A et de rayon [

- puis de centre B et de rayon [ — d

L’absence de transfert énergétique lors du contact avec le
clou implique que ’énergie cinétique (et donc la vitesse)
varient contintiment au cours du choc.

an - 3
Rép: d >zl

DL n°3 — Mouvement d’un particule en contact
avec une cuvette parabolique (*) cCP 1999

On désire étudier les mouvements possibles d’un

point matériel M, de masse m, sous l'action du (P)
champ de pesanteur ?, & lintérieur d’une cavité -
fixe que 'on suppose solidaire d’un référentiel ter-

restre R supposé galiléen lié au repére cartésien

(O, er, e_y), e_;) La surface extérieure de cette cavité

est un paraboloide de révolution P, d’axe vertical
ascendant Oz, dont I’équation en coordonnées cylin-
driques (p, ¢, z) est p> —az = 0 avec a > 0.

Cette surface étant parfaitement lisse, le point ma-

tériel M glisse sans frottement sur P.

Compte tenu de la symétrie du probléme, on utilisera X P
les coordonnées cylindriques de M,
la base de projection étant celle des vecteurs de la base cylindrique locale (e_p>, e?, e_;)

1) Vitesse et accélération de la particule

1.a) Exprimer la vitesse W du point M par rapport & R dans la base cylindrique.

1.b) En déduire I'expression de 'accélération W sous la forme : W = ape_p> + agpe_go> +ase;.
_ 1d(p*9)

T o dt

1.c) La réaction ﬁ exercée par P sur M est contenue dans le plan OH P défini par les vecteurs
de base e_; et eTZ .

— appliquer le P.F.D. au point M dans R.

— par projection de I’équation vectorielle obtenue sur la direction orthogonale au plan OH P

(direction du vecteur e_fp), montrer que : pggb = cte, cette constante du mouvement étant notée

C.

: r e
Justifier que a, s’écrit : ay,

2) Energie

2.a) Quelle est, en fonction des coordonnées et de leur dérivées, l'expression de I’énergie cinétique
& de la particule M dans R 7

2.b) Justifier I'existence d’une énergie potentielle £, dont dérivent les forces extérieures agissant
sur M.

Exprimer €, en fonction de p en supposant que &,(0) = 0.

2.c) Que peut-on dire de ’énergie mécanique de M ?
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3) Discussion générale du mouvement
3.a) Déduire de ce qui précéde une équation du premier ordre, a une seule inconnue, de la forme :

S G(0) + Epes(p) = En
ot G(p) est positif et sans dimension et ot €, .¢(p) est une énergie potentielle dite «effective».
Expliciter G(p) et €, cf(p).

3.b Représenter 'allure du graphe €, .f(p) en considérant les domaines p «faible» et p «élevéy.
Montrer que &, .f(p) passe par un minimum pour une valeur p,, de p que l'on exprimera en
fonction de C', m, a et g, intensité du champ de pesanteur.

3.c) Discuter, a l'aide du graphe de &, .¢(p), la nature du mouvement de M. En déduire que
la trajectoire de M sur P est nécessairement tracée sur une région de P limitée par deux cercles
définis & l'aide des constantes du mouvement et des données du probléme. On se contentera
d’indiquer quelle équation il conviendrait de résoudre pour déterminer ces deux cercles.

4) Etude d'un mouvment particulier

Une petite perturbation écarte légérement la coordonnées p de la valeur p,, pour laquelle €, . ¢(p)
est minimale.

Montrer que € = p — pp, oscille avec une période que 'on calculera dans le cas ot p,, = 1m et
a = 2m. On rappelle que g = 9,81 m.s~ L.

) I 9, . mg i
Rép : 2.a) & = 3m (P +p*P* +2%); 2.b) €, = 7;)2; 3.a) G(p) =1 +4Z—2 et Epef(p) =
1/4 2
mg o 1mC? aC? . 9 2m a 4pz,
a p ) pg ) ) Pm 29 ) ) €+ Wp€ wo n 89 + a2

B Oscillateur harmonique en régime libre

Ex-MA4.1 | Ressort incliné

Soit un ressort de raideur k et de longueur a vide lg, dont les
extrémités sont reliées & un point fixe O d’un plan incliné et

4 un point matériel M de masse m.

Nous posons OM = z et nous supposons qu’il n’existe pas

de frottements de glissement sur le plan incliné.

1) Déterminer z. a I’équilibre.

2) A partir de la position d’équilibre, M est déplacé de D X~
et relaché sans vitesse initiale. Exprimer x en fonction de t.

mg sin

k
Rép: 1) xe:lo+T;2) x(t) = e + Dcoswyt  avec wo—\/>_
m

Ex-M4.2 | Deux oscillateurs

Une masse m est susceptible de se
déplacer sans frottements sur un axe

horizontal. Elle est soumise a l'ac- . M(m) «
tion de 2 ressorts de méme longueur - 7
a vide lg = 20 cm et de constantes Ky K

de raideur différentes k1 et kso. d

On donne : m =4 kg; k; =100 N.m™'; ko = 300 N.m~"! et d = 60 cm.

1) Déterminer les longueurs des 2 ressorts a ’équilibre.

2) On écarte la masse m d’une distance ag a partir de sa position d’équilibre. Déterminer
I’équation différentielle du mouvement en prenant la position d’équilibre comme origine des
abscisses. Calculer la périodes des oscillations. Donner ’expression de 1’énergie mécanique de la
masse.
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3) Les ressorts sont tendus le long d’un plan incliné de av = 30° avec ’horizontale — Mémes
questions.

k1 — k2)lg + kod . kit k
Rép:llz(1 2)lo + ks =35cm et lu=d—1; =25em;2) X+ 1+ 2X =0 avec
klkg m
1 (k1 — k2)lp + kod — mgsin«a
T=2 t Em = =(ki +ko)a2;3) 1 = = 34,95 t
T . e 2( 1+ ko)ag; 3) U Tits ,95 cm e

lo =d— 11 = 25,05 cm; pour le reste, les résultats sont identiques & la situation précédente !

Ex-M4.3 | Portrait de phase d’un oscillateur harmonique amorti

On considére le portrait de phase d’un oscillateur

x(cm-st)

amorti composé d’'une masse m = 500 g soumise & 0,51
une force de rappel élastique (ressort de raideur k) 0,4
et & une force de frottement fluide —A % (¥ étant la 7 0,3 o
vitesse de la masse m et x est 1’écart a la position 0.2 \ 315 ms Qms.
d’équilibre). — L’étude est réalisée dans le référentiel [ 0’0_“\ \ y % (cm)
du laboratoire, supposé galiléen. G AL AN /L 3 3 )
1) Déterminer la nature du régime de l'oscillateur. / N/ NoJ] /
2) Déterminer par lecture graphique : 158 ms 03—~ /
o la valeur initiale de la position zg; , A Y
o la valeur finale de la position z ; 473 ms 0,5

" : | -0,6
o la pseudo-période T ;

o le décrément logarithmique.

3) En déduire le facteur de qualité @ de 'oscillateur, sa période propre wy, la raideur & du ressort
et le coefficient de frottement fluide A. Applications numériques pour ces quatre grandeurs.

t
Rép: 2) §=1In _alt) : choisir la date ¢ qui permet de déterminer a la fois z(t) et z(t +T,),
x(t+Ty)
2
1
§~0,628;3) Q=1/ 2—2 + 1 ; k s’exprime en fonction de m et de wp; A s’exprime en fonction
de m, wp et de Q.

Oscillateur amorti

On considére un oscillateur harmonique amorti de pulsation propre wg = 100 rad.s™' et de
facteur de qualité () = 10; la masse m = 100 g de cet oscillateur est lachée avec un écart a la
position d’équilibre de zg = 10 c¢m sans vitesse initiale.

1) Calculer : a) la pseudo-période; b) le décrément logarithmique; c¢) l'amplitude des os-
cillations au bout de 2, 5 et 10 pseudo-périodes; d) 1’énergie mécanique initiale; €) Dénergie
mécanique au bout de 2, 5 et 10 pseudo-périodes.

2) Déterminer le nombre de pseudo-périodes au bout desquelles 'amplitude des oscillations est
divisées par 17.

Rép: 1l.a) T ~62,9ms;1.b) 6§ ~0,314; 1.c) x3~5,34 cm, x5 ~ 2,08 cm, x19 ~ 0,43 cm ;

1.d) En(t=0)=5J;1.) En(t =2T) ~ 1,42 J, Ep(t = 5T) ~ 0,22 J, Em(t = 10T) ~
0,01.J:;2) n=09.

Sismographe

on considére un capteur d’amplitude constitué par un support et une masse m reliés par un
ressort et un amortisseur en paralléle.

— — —
L’amortisseur exerceen A : Fy = —h (U—>A —173)) et le ressort exerce en C' : T = —k (D?— DyCy).
Le support, le ressort et 'amortisseur sont de masse négligeable.

Le ressort a pour constante de raideur k et pour longueur a vide Iy (notée DyCy).

On suppose que le support est solidaire du carter d’'une machine animée d’un mouvement sinu-
soidal vertical z1 = bsinwt par rapport a un référentiel galiléen Ry ((Oxy) étant lié & Ry).
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1) Déterminer I’équation que vérifie z, (position dela O
masse a I’équilibre dans Ry lorsque z1 = 0).

2) Ecrire 'équation différentielle du mouvement de m
dans Ry. k h .
Si on pose X = x — x1 — x, montrer que ’équation

D FECE

peut se mettre sous la forme : X C A
01 W I .G ja
. wO . 2 .
X + 5X + wyX = Asinwt.

Résoudre cette équation. (Rque : ceci est le principe
du sismographe.) 7 carter 7

Systeme de deux oscillateurs couplés (*)

On considére le systéme suivant ot les rois ressorts sont
identiques et de constante de raideurs k. Les positions | m m

des masses m sont repérées par leurs abscisses z1 et zx  { (OO00000 W (HAAH 00 LT
A partir des positions d’équilibre O; et O, positions o Lo

pour lesquelles les ressorts ne sont pas tendus (ils sont 0, Xq o, Xy
alors au repos’).

On suppose qu’on lache les masses aux abscisses x1,, et T, sans vitesse initiale.

X

&

1) Ecrire les équations différentielles du mouvement des deux masses.

k
2) En posant w% = —, chercher & quelle condition portant sur w il est possible d’avoir des
m

solutions de la forme : x1 = aq cos(wt + @) et T2 = agcos(wt + ) 7

3) En déduire les deux pulsations propres possibles pour le systéme et écrire la solution générale
du mouvement des deux masses.

4) Quelles sont les solutions z1(t)et z2(t) du probléme? En déduire les conditions sur xi,, et
Tom pour que les mouvements des deux masses soient harmoniques et décrire ces mouvements.
Rép : 1) mi+2kzy = kxg et mio+2kre = k1 ;2) (2W3—w?)? = wé :3) w=uwpouw = 3wy ;

x x Tim — X x x
4) z(t) = Wcos(wot) + %cos(ﬁwot) et xo(t) = ycos(wot) -
@ cos(\/?:wot) — Pour que les mouvements soient harmoniques, soit x1,, = T9,,, Soit
Tim = —T2m-

Ex-M4.7 | Ressort vertical soumis a des forces de frottements fluide (*)

Une sphére de rayon r faible, animée d’une vitesse o et plongée dans un liquide de
coefficient de viscosité 7 est soumise & une force de frottement qui a pour expression :
7 = —6m..r. 7 (loi de Stockes).

Unje telle sphére de masse volumique p est suspendue a un ressort de constante de
raideur k et de longueur a vide lp.

La période des oscillations libres dans I'air est Ty (on néglige le frottement et la M @-+1X
poussée d’Archimeéde dans I'air). Si I'on plonge cette sphére dans un liquide de
masse volumique p, < p, la pseudo-période des oscillations est 7' (dans ce cas, on X
ne néglige ni le frottement ni la poussée d’Archiméde diis au liquide sur la sphére).

1) Retrouver 'expression de la période Tp en fonction des grandeurs k, p et 7.

2) Lorsque la sphére est plongée dans le liquide, déterminer la longueur z. du ressort a I’équilibre.
3) On écarte la sphére de sa position a I’équilibre et on ’abandonne sans vitesse initiale. Soit
la longueur du ressort a la date ¢. Donner ’équation différentielle vérifiée par x, puis la simplifier
en posant X = x — x,.

4) A quelle condition sur k le régime est-il pseudo-sinusoidal ? En déduire alors la pseudo-période
7.

5) Montrer comment, a partir de la mesure de T et de T3, et sans connaitre k, on peut en
déduire le coefficient de viscosité 1 du liquide. Donner la dimension de 7.
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wr3p 47rdg s In - 3k
Rép: 1) Tp=4my/——; 2 =1 = — ;3) X X X =0;
ep ) 0 u 3k ) Le o+ 3 k& (P pe)a ) + 27’2p + 47['7’3p )
4 8rr?p |1 1
4) Ty = ;5) n= : = R
3k 817’]2 9 TO Tl

7rdp  4Arip?

Oscillateur harmonique spatial isotrope

Il s’agit d’'une particule M, de masse m, élastiquement liée & un point fixe O (origine d’un
référentiel galiléen R, (O, ez, ey, €2)) par une force F' dutype F' = —k OM, k étant la constante
de raideur.

Le mouvement de M a lieu dans le plan (Oxy), avec les conditions initiales suivantes :

—_—
O]W():.f()e_m> et U_o>:1}0€_y>

k
1) On néglige tout frottement de type fluide et on pose wy =/ —.
m

— Quelles sont les équations paramétriques de la trajectoire du point M ?

— En déduire I’équation cartésienne de cette trajectoire et représenter I’allure de cette trajectoire
en précisant le sens de parcours.

2) On ne néglige plus le frottement fluide exercé sur le point M au cours du mouvement. A
présent, le point M est soumis & 'action des forces ? = —k:O—]\>4 et ? = —a 7, a étant le
coefficient de frottement.

On suppose toujours que OMj = zg 4 et v§ = v e—y>. Le point M se déplace dans le plan (Ozy).
— Déterminer la loi de variation du vecteur position OM (t) dans le cas ot av = 2muwy.

— Représenter ’allure de cette trajectoire en précisant le sens de parcours.

Solution Ex-M3.13
L’énoncé suggére via ’expression du poids de paramétrer le mouvement suivant un axe Os selon
la verticale descendante. Attention donc au signe de ’énergie potentielle de pesanteur !

1) Considérons 'homme de masse m supposé ponctuel dans le référentiel Ry terrestre supposé
galiléen. Son énergie mécanique est conservée au cours du mouvement puisque les forces qui
s’exercent sont conservatives (le poids dans la premiére phase ou le poids et la force de rappel
dans la seconde phase). Dans la premiére phase du mouvement :

1
Em = ime

en prenant 'origine des énergies potentielles au point de départ (g = v9 = 0 a et g = 0 &
I'instant initial).

2) Lorsqu’il commence a se tendre, le ressort a pour longueur ly donc z = lp. Donc a l'instant
t;, la vitesse vaut donc |v; = &(t1) = \/2glp = 39,6 m.s!
3) Le bilan des forces est modifiée puisque I’élastique est tendu il faut ajouter la tension de

1
—mgx = imvg —mgxg =0

lélastique F, = —k(l — lo)e_x>. L’équilibre des forces projeté sur 'axe Ox donne :
(m?—i—ﬁ:ﬁ)-e_g & mg—k(leg—lo)=0 & léq:lo—l—%:SO,Sm

L’élastique est effectivement allongé a I’équilibre, ce qui est cohérent avec lgq > lo.
Numériquement, nous constatons que leg < H. Le saut parait sans risque a ce stade de I'exercice.
4) Procédons comme aux questions 1-2, puisque le systéme est toujours conservatif. Son énergie
mécanique est constante (nulle) et vaut a un instant quelconque ultérieur a ¢; :

1 1
Em = 5ma‘c2 —mgx + Sk(l - Ip)> =0
L’élongation maximale de I’élastique, a I'instant to, est obtenue lorsque la vitesse de chute s’annule
(le mouvement change de sens). Exprimons 1'énergie mécanique a cet instant :
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1
Em(tz) = 0=0—mgz(tz) + Sk(z(t2) - lo)?
Cela conduit a un polynome en z(t) dont il ne faut retenir que la racine positive :

:E(tg):léqﬂ-“lzq—lg:ng

Numériquement, z(t3) < H : le saut est donc sans risque mais le frisson est garanti!

__ Solution Ex-M3.14

Le point M est soumis & la tension du fil et a son poids. Seul le
poids travaille. Le fil reste tendu si la tension du fil ne s’annule
pas.

Une fois le fil en contact avec le clou, le pendule décrit un cercle /<
de centre B et de rayon [ — d. La tension du fil s’exprime par "9
= —Tu,. La projection du PFD sur 27;, s’écrit : ¥

mv2 mv2

l_d:mgcos(Q)—T = T:mgcos(0)+l_d

Le fil reste tendu si 7" > 0 sur tout le mouvement. C’est pour cos(f) > 0 que cette condition
est la plus restrictive, donc pour § = 7 (position verticale haute). La condition devient donc :
mu?

l—d

Utilisons le théoréme de 1’énergie cinétique entre la position initiale et la position verticale haute.
Prenons ’altitude de la position initiale nulle. La position basse a pour altitude —[ et le diamétre
de la trajectoire est 2(I — d) donc laltitude de la position haute est : =l +2(l —d) =1 —2d

1
D’ou le théoréme : §mv2 —0=-mg(l—2d—0) = v*=2g(2d—1)

En combinant ces deux résultats, la condition devient :

2(2d —1) 3
p— —1 —_— p—
T < + T d >>0 = d>5l

T=—-—mg+ >0

DL n°6 — Comportement Routier d’'une Automobile (*)
Concours EIA 1999 [ATS et TSI]
Modele simplifié de la suspension

La suspension d’une automobile est habituellement assurée
par qua.tre sys/tél'rnes identiques indépendants montés éntl,re automobile

le chéssis du véhicule et chaque arbre de roue, et constitués \'
chacun :

- d’un ressort métallique hélicoidal de constante de raideur
k et de longueur a vide Ly ;

- d’un amortisseur tubulaire & piston & huile fixé pa-
rallelement au ressort, exercant une force résistante de k LJ a
frottement visqueux de ceefficient d’amortissement a. L

On suppose que la masse M du chdssis est également
répartie entre les quatre systémes. Donc une suspension
n’agit que sur le quart de la masse totale du chéssis.

oY

A
Les pneus, de rayon extérieur R, sont considérés comme 1
entiérement rigides et n’interviennent pas dans I’étude.
Tous les déplacements verticaux seront comptés algébri- Z
quement vers le haut (e} est le vecteur unitaire vertical).
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1) Le véhicule étant immobile, sans freins, sur un sol horizontal, quelle est la longueur L. des
ressorts au repos et la garde au sol zg du véhicule correspondante ?

2) Lors d'un essai dynamique a vide, le chéssis est abaissé d’une hauteur h, puis brusquement
libéré sans vitesse initiale.
2.a) Etablir Péquation différentielle de la position verticale z(t) du chéssis par rapport au sol
sous la forme :

F4+az+Pz=06 (FE)

a, B et § étant des constantes que I'on exprimera en fonction de a, k, M et z.
2.b) On usine 'amortisseur de maniére a obtenir un retour a la position d’équilibre final le plus
bref possible.
Quelle doit étre alors la valeur de « en fonction de 87
En déduire celle de a en fonction de M et k.
2.c) Déterminer alors 'expression compléte de la solution z(¢) en fonction de zp, h et wy =
k

24/ —.
M

2.d) Tracer avec soin le graphe z(t). (On prendra pour échelle zp =1; h = 20

5w = 1).
3) On effectue de nouveau le méme essai (c’est-a-dire avec les mémes conditions initiales), mais
cette fois on fait un essat en charge nominale : le véhicule contient quatre masses identiques
m également réparties sur les quatre systémes {ressort-amortisseur}.

A cause de cette masse m au niveau de chaque suspension, la garde au sol n’est plus zp mais
2(. De méme la longueur correspondante du ressort n’est plus L. mais L.
3.a) Etablir la nouvelle équation différentielle vérifiée par z(t), et I’écrire sous la forme :

F+d i+ p2=8  (E)
en exprimant les nouvelles constantes o', 8’ et ¢’ en fonction de a, k, M, m et z.
3.b) Montrer que, dans ces conditions, le véhicule oscille.
3.c) Déterminer l'expression de la (pseudo-)période T des oscillations autour de la position
d’équilibre final en fonction de k, M et m.

3.d) On souhaite obtenir 7' = g s pour M = 1000 kg et m = 100 kg. En déduire la valeur de
k puis de a.

Indications et réponses partielles : (résultats utilisables pour répondre aux questions suivantes)

Mg

1 =Lg— —2.

) Le= Lo T

Za)ﬁ_é_ o _ 4 ~2.b) a=VEkM. - 2.c) z(t) =20 — h(1 + wot) exp(—wot)

. a_k_kz()_ . . a= . . 2(t) = 2o wot) exp(—wot).
o B & 4 T M +4m

~-3.¢c) T== ~3.d) k=44100 N.m~L.

@  k  kzy, M+4m’ 2 VEm
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____Solution DL n°6 — Comportement routier d’'une Automobile
1) A Péquilibre, la tension du ressort d’une des quatre suspensions compense le quart du poids
du chéssis (le chéassis n’est soumis a aucun frottement visqueux puisque la vitesse relative d’un
amortisseur est nulle & I’équilibre) :

P M
ﬁz?—i—z = selone; : Oz—k(Le—Lo)—Tg (1)
i Mg Mg
| Le=Log— —= =L =Lo———
Soit e 0~ Ik et| zp e+ R 0~ 4k + R
2.a) En appliquant le principe fondamental de la dynamique au quart du chéssis associé a une
suspension :
M ; P
Z Qchassis/R = ? + Z + ?frot
AVEC Uehassis/R = el (mouvement vertical), ? = —k(L — Ly) el et ?fmt = —a(2c — 2a) el =
—aZoe;, = —aZes. Soit, en projection selon e_z> :
M M
Ti= —k(L—LO)—Tg—az (2)
Soit, en faisant (2) — (1) : ik —k(L—L.)—az=—k(z—2))—az;dou:
4a 4k 4k
. : —5 (E _=a S
E+az+ Pz (E) avec « % B i 2

2.b) Pour que le retour a la position d’équilibre soit le plus rapide possible, il faut qu’il corres-
ponde & un régime libre critique.

Le régime critique est obtenu lorsque le discriminant de I’équation caractéristique associé a I’équa-
tion différentielle (E) est nul :

16 a? 4k
§=a’—48=0 < | a =28 <:>WC;:4M<:> a=vVkM

2.c) La solution z(t) de (E) se décompose en une solution particuliére de I’équation avec second
membre (zp) et de la solution générale de ’équation homogeéne (zg(t)).

+[r==]

e L’équation caractéristique de (E) (r? + ar+ 8 = 0) admet, pour le régime critique, une racine
double :

Alors, | zg(t) = (A+ Bt) e

o Ainsi : 2(t) = 26(t) + zp = (A + Bt) ™" + 2.

Les constante d’intégration se déduisent des conditions initiales :
0oz(t=0)=z—-h=A+z = A=—h;
oz(t:O):Oz—Awo+B = B = Awy = —hwy.

2(t) = z0 — h (1 + wot) e™°*

2.d) 2(t) =20 — h(1 +wot)e 0! = () = hwite 0! >0 = 2(t) = hwo (1 — wot) e w0l
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1.2
Ainsi, z(t) est une fonction croissante dont la courbe )
admet : //
o une tangente horizontale en ¢t = 0 (car 2(0) = 0), | 0.81
o un point d’inflexion M; pour Z(t1) = 0, soit 206
1 2h '
M1<7f1—wO,Zl—Zoe ) 0]
o une asymptote horizontale d’équation z = z ]
(retour a I’équilibre). o
0 05 1 15 2 25 3 35

3.a) La nouvelle équation traduisant I’équilibre du véhicule en charge nominale est :

0= k(L - L) - MEII

(en introduisant la nouvelle longueur a I’équilibre L. du ressort correspondant a la nouvelle garde
au sol z{, du chassis chargé par 4m).
Tandis que I’équation du mouvement du chéssis chargé selon 2 devient :

M +4 M+ 4
ﬂg:_k([,_[@)_w_az 2)
4 4
Soit, en faisant (2') — (1'), avec L — L, = z — 2{, :
4a 4k 4k
. /. / :51 E/ /: /:7 (5’:7’
ozt fz () avee o=y 8= 3 im M+ 4m 0

3.b) Le discriminant de 1’équation caractéristique associée a (FE’) est (en se souvenant que

a:\/m!):

4a >2 4k 16a® — 16k (M + 4m) 64 km

A — ’2_4/: — 0
“ g (M—i—4m <

4 -
M + 4m (M + 4m)? (M + 4m)?

Ceci correspond a des racines complexes de ’équation caractéristiques, donc a une solution
b
pseudo-périodique de (E’), c’est-a-dire a une oscillation sinusoidale amortie exponentiellement.

3.c) Pour déterminer la pseudo-période, il faut déterminer la pseudo-pulsation qui est la partie
imaginaire commune aux deux racines r1/o de I'équation caractéristique :

o VA o/
-4 =4
T'1/2 9 J 9 9 Jw
2 4Vk
Soit : WE%:WZ;L' Donc :
T_7TM—|—4m
2 Vkm
M+ 4
3.d) OnveuthiJ:—s, soit :
2 VEkm
9 (M + 4m)?
k:4(+m):44100]\7.m_1 et donc: | a= kM =6600 kg.s"!
m
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