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Solution DM 3

@ 1) Pour ce probleme, I'emploi de coordonnées polaires s’impose. Les forces subies par M sont
son poids P et I’action de contact N = —Nu, (N > 0). La loi de la dynamique fournit I'équation
vectorielle :

ma=P+N. (11.1)

Compte tenu des expressions de a pour un mouvement circulaire (§ 4.5), les projections radiale
et orthoradiale de (/1.1) s’écrivent :

mgcos® — N = —mab? {r2)
—mgsin® = mab (1.3)
(11.3) fournit 1'équation demandée : .
0 +wlsing =0 ()
en posant :
wi=%. 1.4
a

T="=2r/~. {r.s)
wo g

On reconnait 1'expression de la période propre d'un pendule simple, résultat évident puisque la
force exercée par un fil conduit A une équation identique 2 (/1.1); on reconnait dans E 1'équation du
pendule sur laquelle nous aurons 1’occasion de revenir.

® 2) On est conduit 2 :

w2
= —wicosd=A r.s)

la constante étant déterminée par w = O pour = w, d’'0d A = w(z’ et:
. 2,
w? = 6% = 231 +cos0) = 2 (1 +cosh). (L6)
a
En reportant dans (//.2), on obtient :
N=mg(3cosb +2) Ln
N reste positif, ce qui assure le contact, jusqu’a :
2 el
cosfp = -—3 H 6o = 131,8°. (11.8)

Le mouvement ultérieur est un mouvement balistique (sous I'action du poids seul) et donc de
trajectoire parabolique (V. I'exercice résolu précédent), tangente 2 (S).
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© 3) La projection de la loi de la dynamique donne cette fois :
—mgcos 8 + N = —maf? r.9)

mgsing = maf . ({1.10)
Pour § < 1, on peut tenter la linéarisation de (/1.10) :

6=wio urn
équation dont la solution peut se chercher sous la forme ; 18
0 = Aexpwgt + Bexp —wot . (1.12)

On obtient A = B en exprimant §p = O et enfin A = B = a/2 en explicitant §g = «. On
constate que 6 ne peut pas rester petit, situation qui correspond au fait que, S étant renversée, O est
devenue une position d'équilibre instable. 11 convient de noter que (I1.12) décrit une fonction 6(r)
rapidement croissante et donc un angle qui est rapidement non petit, de telle sorte que la linéarisation
qui a été utilisée pour établir (/1.12) cesse d’étre valable.

e 4) On intégre E' en :

2
w 2 A —,,2
T*-WOCOSO—-A-—WO (1113)
d’ol : 2
w? = 6% = 231 — cos8) = (1 - cosb) 3r.14)
a
et, en reportant dans (/1.9) :
N=mg(3cosf —2) (1.15)
N reste positif jusqu'a :
2
cos by = 3 ¢ G=4a2. 31.8)

12 Si on connait ces fonctions, il est plus habile de chercher € sous la forme d’une combinaison de
lignes hyperboliques :
0 = Cchwot + Dshwgt.



