s M5 & Oscillateur harmonique et régime forcé

Rappels des épisodes précédents. ..

e Au cours de la premiere période, nous avons rencontré le modele de ’Oscillateur Harmonique
Amorti (O Cf Cours M4).

Nous allons poursuivre ’étude de I’'OHA en supposant que son régime est forcé (I'OHA n’est
plus en régime libre).

Ce modele est tres intéressant car il permet de traiter une grande variété de phénomenes de méme
types, mais de natures physiques tres différentes. Il peut s’agir de systémes mécaniques soumis a
des contraintes extérieures (ressort relié & un vibreur, p.ex.), des atomes ou des molécules excités
par des ondes lumineuses, ou encore certains réseaux électriques soumis a des excitations (dipole
RLC série p.ex.).

e Nous allons donc nous intéresser a la réponse d’un oscillateur en nous limitant a une excitation
sinusoidale. Nous avons déja vu (O Cf Cours E4 et E5) tout l'intérét de I’étude du régime forcé
sinusoidal :

— en effet, grace a 'analyse de FOURIER, tout régime périodique forcé peut étre considéré comme
la combinaison linéaire de plusieurs régimes sinusoidaux indépendants.

e Nous allons retrouver le phénomene de filtrage, c’est-a-dire la dépendance de I'amplitude de
la réponse a la fréquence de 'excitation. (O Cf Cours E5.)

e Par analogie avec le cours d’électrocinétique, 'OHA en régime forcé sinusoidal apparait comme
un filtre linéaire d’ordre deux.

Du coup, pour un type d’excitation donnée, et selon la grandeur considérée comme réponse,
I’OHA en régime forcé sinusoidal peut (ou ne peut pas) présenter un phénomeéne de résonance.
Lorsqu’une résonance est susceptible de se produire, suivant qu’elle accentue un défaut (réponse
d’un amortisseur de voiture; 0 Cf DM) ou une qualité du systéme (réponse d’un sismographe ;
00 Cf Ex-Mb5.1), elle sera dans la pratique évitée ou au contraire recherchée.

e En conclusion, nous établirons toutes les analogies possibles entre un probleme mécanique et
un probleme électrique relevant tout deux du modele de I’'O.H.A.

| Exemple d’O.H.A. en régime forcé
O Cf Cours.

Il Réponse de l'oscillateur a une excitation sinusoidale

e On cherche a déterminer I’évolution du mouvement d’un oscillateur lorsqu’il est soumis a
une force extérieure connue. Cela revient a étudier les solutions d’équations différentielles de la
forme :

mi + hi + kx = F(t).
e De la méme fagon, on a étudié dans la legon E3, I’évolution de la charge du condensateur d’un
circuit RLC' série soumis & une tension ‘extérieure’ U(t).
L’équation alors obtenue était de la forme : L§ + Rq + % =U(t).
e Donc, en général, étudier des oscillations forcées revient a étudier les solutions des équations
différentielles :

F(t)

. t
x+wgaz: 7 (EOHF)

wo

a'é-l-Q




M5 ] I1l. Détermination de la solution forcée 2011-2012

F(t) représente I'excitation et les solutions de (Eppr) sont la réponse a I’excitation.

Le systéme physique qui exerce F'(t) est un excitateur, et l'oscillateur soumis a P'excitation est
appelé résonateur.

e Comme chaque excitation F'(t) peut se décomposer en une somme de fonctions sinusoidales
(série ou transformée de FOURIER),on se contentera d’étudier le cas des excitations sinusoidales :

F(t) = Fycoswt

On peut introduire e(t) telle que :
(1)
2 4 —
t)y = —=
wye(t) m
Soit :
Fo
e(t) = cos(wt) = A cos(wt) en posant :| A=

2
wom wom

Alors, (Eopr) devient :

i+ % i+ wle(t) = wde(t)  (Eomr)| avee[e(t) = A.cos(wt)]

le régime transitoire g tend

x(t) =xp(t) + za(t) x(t) = wp(t) = Xp. cos(wt + @)

en régime sinusoidal forcé

vers 0 au bout de qques T

L’expérience montre que la réponse suit un régime transitoire apres
établissement de ’excitation.

Ce régime transitoire disparait au bout d’une durée de I’ordre de la constante
de temps caractéristique 7 observée lors de ’étude de l'oscillateur amorti
libre (O Cf Cours M4).

Il laisse ensuite place a un régime forcé obtenu en cherchant la solution
particuliére avec second membre de (Eopr).

Dans le cas d’une excitation sinusoidale, la réponse forcée est sinusoidale de
meéme pulsation.

— En régime sinusoidal forcé, on utilise la représentation complexe x associée a la grandeur
réelle x(t) = X,, cos(wt + ¢) (avec ¢ a priori compris entre —m et 7) :

Notations :
 (Notations 1) .

z(t) = X, cos(wt + )

= 2(t) = X expli(wt + )] = Xpel?.e/t = X e/t

‘ z(t) = Re(x) ‘ et |X = X,,.¢’¢| (amplitude complexe de z)

Onadonc: X, =|X || et |p=arg(X)

d , d?
Correspondances : 5 “ jw et ETe) & —w
. )

11l Détermination de la solution forcée

e On cherche donc a résoudre ’équation différentielle :
wo

Q

i+ =i+ wir = wiAcoswt
En représentation complexe, on a :

. Wo i
—wz + ]wag + wgg = w%A.eﬂm
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2011-2012 [1l. Détermination de la solution forcée

Soit apres simplification par e/*?! :

X< g—wz—l—ng):AwS

A :
—|X = 5 : avec : X = X;,,.e7% etdonc:‘Xm:\i\‘et‘cp:arg(g)‘
w w
1— j=
g2 TQuwo
e On obtient :
A S|
Xm = > et gpz—arg(l—(*}?—i—jw)
) w? N 1 w? “o Q wo
3) @
Rql : On a donc :
2
v 1w
cosp = i et singp= Q wo <0

<1 w2>2+ 1 w? <1 w2)2+ 1 w?
4) @ 3) e
— Propriété : cos ¢ est donc du signe de (w3 — w?).

Rq2 : On obtient ainsi sin p<0 — Soit :

—7T<g0<0

OPropriété : Ceci signifie tout simplement que la réponse ‘z’ de 'oscillateur est en retard
de phase par rapport au résonateur e(t).

Certains auteurs préferent définir x sous la forme x = X, cos(wt — ¢) : alors X = X,e 9% et
ainsi ¢ > 0.
Dans les deux cas, on obtient des résultats équivalents bien entendu.

w
Rg3 : On pourrait, comme en électricité, introduire la pulsation réduite = telle que x = —;
w

0
mais, pour qu’il n’y ait pas de confusion avec ’écart a ’équilibre‘z’ (X, 0,...), grandeur physique
associée au mouvement de 'oscillateur, on s’en gardera!!

Xm A '
'
o(rad) , @ o
0 v >
1
| <<——— évolution asymptotique
1
|
Q= 1
: |
1
1
1 FAZ R\ S
: 2
' Q=02
FO \: 1
— ., |
mwg ' 1 Q= a1
: - 2
L 1
\ | Q=6
1
: = ([ SIS SIS SR Cam e | ;) - -

o
€ |
o
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IV. Etude de I'amplitude

2011-2012

IV  Etude de I’'amplitude - résonance d’élongation

O Cf courbes page précédente.
e Etude déja menée en E4.IV.5 : résonance en tension (aux bornes du condensateur d’un circuit

RLC série).

EF
e V@), en régime forcé continu, on a | X,,(w=0)=A = —02
mwg
A :
e X, = est maximal lorsque
Vi) -
ﬂW—UfU)+§ﬂf
w2
est minimale avec U = —.
wo
Onaf’(U)——Q(l—U)—i—i—O lors ueU—w—Q— _ L
= Q2 = q = wg = 2Q2'
C U1 b 2% 0 et d'avoir : | Q > —
omme U =1——— =— , ceci impose d’avoir : —
207 " V2
e Lorsque @ > 7 la valeur maximale de X, atteinte est :
A
Xm(max) = =

S 2
(‘*w)*azz

— On parle de résonance d’élongation pour une pulsation de résonance :

(1 )

X (max) =

1
Wr =wo4 /1 — W < wo
. 1 o R
e Toujours lorsque Q > ﬁ, on peut définir une bande passante [w;, ws] correspondant a
X
'intervalle des valeurs de w telles que : = Yw € [wyjwa| X > %
Hyp : envisageons un faible amortissement (@ > 1) pour évaluer la bande-passante :
A
Q@ > 1 impose : X,,(max) = AQ = T
il Xm
Q?
En w; ou wy on a donc :
Xm(maX) - - =
1 2
1-U0+5U=—=;
@ Xmma |
1 2 \/ 2 L1
1t - 2 — | |
— trindme de discriminant réduit : Lo
1 | I |
s 192 _ [
AN =b —aC—Q2<1+4Q2) i ! i 2
11 1 1 L =
Ugpn=1-5t 1+ =1+~ W 1w
202 402 —_— —<
( . @2 oV "1 Q & o
DL1 en —
Q
4 http://atelierprepa.over-blog.com/ Qadri J.-Ph. | PTSI



2011-2012 V. Etude de la vitesse [ M5
wa/1 1
O lors : ——= = /Uy 21+ —
n a alor o 2/1 QQ
A 1
— 2 - lorsque @ > 1; avec Aw = wo — wy
wo Q@

Dans le cas de loscillateur faiblement amorti, I’acuité a la résonance est la
... . WO
facteur de qualité : — ~ Q.
. .. Aw .
Une résonance aigiie correspond a un facteur de qualité élevé.

Le filtre passe-bande est d’autant plus sélectif autour de la pulsation propre
wp que le facteur de qualité est grand et que 1’ amortissement est faible.

e Les SIGNES de sin ¢ et de cos ¢ montrent que :
-pour w <wpona:pel0,—m/2];
- et pour w > wp, on a : p € [—mw/2, —].
— ce qui montre que I'« élongation » x est toujours en retard de phase sur I'excitation F.

Comportement asymptotique :
- pour w>>wy:cosp - —1 dou:p = —7;
- pour w K wyp : cosp — 1 donc : ¢ — 0;

T
—etcp:—§ pour w = wy.

Interprétation des courbes de déphasage :

- Pour les faibles fréquences d’excitation, ’oscillateur est est en phase avec la ’excitation : il suit
le mouvement de I'excitateur.

- Pour les hautes fréquences, le mouvement et la force excitatrice sont en opposition de phase.
-Ala pulsation propre, I’excitation et 1’élongation sont en quadrature.

- Plus le facteur de qualité est élevé et plus ¢ varie rapidement autour de la pulsation propre wy
des oscillations libres non amorties de 1’oscillateur.

V Etude de la vitesse - résonance de vitesse

e On obtient la vitesse® par dérivation de z.
Done, de lexpression z = X, cos(wt + ¢), on déduit :

T = —w.Xp.sin(wt + ¢) = wX,, cos (wt +o+ E) = Vi, cos(wt + )

2
Dot |v =1 = Vy cos(wt + ) |avec : |V, =wX,,| et wzap—kg
Aw

e En reprenant l'expression de X,,, on en déduit : V,,, = =
2
w
-5 55
“o

. o . . . wo
soit encore, en multipliant numérateur et dénominateur par QQ— :
w

Awg Q

Vin =

wo
AQ—w
Q%

2\ 2
w
Wo

=

Vin =

\/1+Q2 (w_
wo

wo
w

;

e L’étude de V;,, a déja été menée en O E4.1V.4) Réponse en intensité ; résonance en intensité

a. il s’agit de la vitesse de la variable ‘a’, écart a 1’équilibre.

Qadri J.-Ph. | PTSI
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m V. Etude de la vitesse 2011-2012

2
. 2 w wo .. , N .
— Vm passe par un maximuim IOI'SCLUG 1 + Q -_— = — passe par un minimuimm, C est-a-dire
wo w

lorsque w = wy.

O Propriété IMPORTANTE :
La résonance en vitesse a lieu pour w, = wqy et elle est obtenue quelque soit Q!

Vi s
9y (rad)
QFO __________ +g o ———ym m— e mm e e memmmemmeeomo-
mw, b 1
d R E— évolution asymptotique
' Q=6
J 1
: [
! 1
a=1 | !
' Q=3 9
Q=04
i Q=04
! Q=1
; n Q=3
0 wo o 2 Q=6
. _ - . _ @
e La valeur extremale de V,,, est : Vj,(max) = Awp@ soit encore : |V, (max) = —
mwo

La bande passante est obtenue pour w telle que

Vin(mazx)

V2

Yw € [wi;wa] Vi >

Cette définition (en posant V = Lo) conduit a :
+ =2 & + 1 =0

1
...double plynéme de disciminant : A = @ +4

— Les racines positives (les seules physiquement acceptables) sont :

1 1

wo 1
o = Eon Teo\ /1T e

— La bande passante est alors donnée par :

Soit :

Aw = wy — wy

— d’ou :

(ici, égalité rigoureuse)
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2011-2012 VII. Etude énergétique (M5

VI Analogie électro-mécanique

e Pour un oscillateur
mécanique amorti en régime
forcé : A

mi+hi+kr = F(t) (PDF) J=—=lo ==,

%
=)
\
=

e Pour un circuit RLC série  /
(L.Mailles) (k bo)

00000
L
N

q u
LG+ Rqg+ c- U(t)

e On peut poursuivre ’analogie établie entre la grandeur = de l'oscillateur et la charge ¢ du
condensateur d’un circuit RLC série :

. dg 1 1 Lwg u :
e w | v Blo |%=gc |9 | 257 |Tu=H

R k mwo s .
x xza F m h k ngE Q:T Zméca:X :Pd:hLUQ

0 Q : comment exprimer I'impédance mécanique dans le cas de 'exemple du 1?7
On part de I’équation du mouvement en z, écart de M par rapport a la position d’équilibre (O
Cf Cours) :
mi + hi + kx = kxa(t)
Soit :
mi + hi + kx = f(t) = force excitatrice en A = F,,,. cos(wt + @)
En passant en notations complexes :
k 4
jw.X . (jwm +h+ ) =F avec: F=F,,.e%
= jw
14

D’ou 'impédance mécanique :

;

Lmgca = ? =h+j <mw - > = Z.%82) = 7 ei(¢e=V) = 7 oIV (si pe =0)
14 w
1\ 2
Z—\/h2+ <mw—>
w
. _— R . h
arg(Z) = déphasage de l'excitation p/r a la vitesse = —1) cos ) = 7

VIl Etude énergétique - résonance en puissance dissipée

e L’énergie mécanique du systeme (oscillateur harmonique amorti x(t) soumis a une excitation

f(t)) est:
1 1
Em =&, +& = —mi? + ~ka?
2 2
L ay2 2 Lo 9
= 5w Xz, sin®(wt + ¢) + §ka cos”(wt + )

e Théoreme de ’énergie cinétique (Thméy) :

dén, .
Cm _pe=  »F) + ) = Fi -  n?
dt ——r —— ~~ ~~
puissance puissance puissance puissance
algébriquement algébriquement réellement réellement
fournie par fournie par fournie & perdue par
Pexcitation les frottements I’oscillateur Poscillateur
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m VII. Etude énergétique 2011-2012

e En régime sinusoidal forcé :

— La valeur moyenne de 1’énergie mécanique est (sur une période T = %’r de l'excitation de

pulsation w; attention! a priori : w # wy = \/7%) :
1 . 1
<&En> = §mw2X§l. < sin?(wt + @) >r +§k:X72n < cos?(wt + ) >r

1 1
= Z.mw?X,‘i + Zk.an

— La valeur moyenne de la puissance mécanique, c’est-a-dire la valeur moyenne de la puissance
des forces non conservatives s’exercant sur ’oscillateur harmonique est :

1 (Tde, . 1 )
<d8m> _ f 0 ar At = E(gm(T) - Em(O)) =0
dt

(%) : rég. sinusoidal

< ?(7) >+ <1P(7) >

<d8m> =< ?(?) >+ < ?(7) >=0

dt

En MOYENNE : [loscillateur n’emmagasine ni ne perd d’énergie
mécanique : la puissance fournie apr 'excitateur (en régime sinusoidal forcé)

compense en moyenne (sur une période) la puissance perdue & cause des
frottements fluides.

e [’étude des analogies met en évidence la puissance dissipée par les forces de frottements :
Paissipée = — Py = hi? = hw? X2, sin?(wt + ¢)

Et la puissance moyenne dissipée vaut :
1 to+T

< Puiss >= Pyiss-dt = hw? X2, < sin®(wt + @) >r

to
1
2

1 1
< Pdiss >= §hV£ = ihLUQXTQn

(P,) transfert de

P r——- puissance élevée
emax/ [TTTTTTTTTTT
Propriété : Comme pour V,,, on observe un maxi- Q=4
mum de < Pyiss > en wq ; on parle de résonance en
puissance.
Q=2
Rq : transfert de transfert de

puissance

puissance
faible

La résonance en puissance a aussi lieu quelque soit la
valeur de Q.
Q=05

0 Wy 0]

dé
Rq : puisque <dz75n> =< Pe >+ <Py >=0, on en déduit que la puissance moyenne dissipée

n’est rien d’autre que la puissance moyenne fournie par ’excitateur (force ?) a Doscillateur.

e Dans le cas de la résonance en puissance, la bande passante est définie de fagon différente par
rapport a la résonance en vitesse ou en élongation.
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2011-2012 VII. Etude énergétique (M5

La bande passante en puissance est 'intervalle de pulsations w pour lesquelles

— Un calcul similaire & celui fait pour la résonance de vitesse donne, avec ce choix, la méme
bande passante [w1, wa] et donc :

Aw _ 1
wo @

e Pour un oscillateur avec ) > 1 fonctionnant pres de la pulsation propre w =~ wp, 1’énergie
dissipée par période vaut :

Ediss
T

1
< iPdiss >= Ediss =T < Tdiss >= 2— = 1 h.Ang\QQ
w 2 T o

Soit : 8diss = whw0A2Q2

e Par ailleurs, si I’énergie mécanique ne se conserve pas, on, a toujours, en moyenne sur une
période pour w proche de wg et Q > 1 :

1
4mw2X2 + - k'X2

<Ep>=< & >+<E >

1

1 1
1 §+Zk X2
k

1k A2Q?  puisque { X =~ Xpm(max) pour w ~ wy
2

Xm(max) ~ AQ pour @ > 1

12

1
On adonc:|< &, >~ ikAQQ2

e On en déduit la relation :

gdiss ™ hwoA/Z QZ k ka ]€w0 mwo
= avec = = = =Twy = Q
<Em> A/ZQZ k hwo — hw?d b ¥ h
hwq m
€ diss 2

1%

qui rappelle que QQ > 1 correspond a Egiss <K Eim

<&m> Q
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