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�Kh-EMRV.1 Conducteur dans l’ARQS
Un conducteur linéaire, de conductivité γ, occupe le demi-espace défini par z < 0. On étudie dans
ce matériau les conséquences d’un courant sinusöıdal de densité de courant

−→
j = J(z) cos(ωt)−→ex.

On pourra utiliser la notation complexe (on note
−→
E le complexe associé au champ réel

−→
E ).

1) Donner l’expression de
−→
E

2) On se place dans l’ARQS. À partir de symétrie et
des invariances, montrer que :

a
−→
B est porté par −→ey

b
−→
B ne dépend que de z et de t.

3) Rappeler les équations de Maxwell dans l’ARQS.

4) Déterminer
−→
B (z, t).

5) Établir l’équation différentielle vérifiée par J(z)
ainsi que celle vérifiée par E(z) et B(z).

xO

j

z

6) Déterminer les solutions de l’équation caractéristique de l’équation différentielle précédente

et mettre en évidence une longueur caractéristique de la variation spatiale des grandeurs
−→
j ,

−→
E

et
−→
B .

7) Déterminer la loi
−→
j (z, t) et interpréter le résultat en particulier en étudiant la variation de

J avec la distance au plan Oxy à un instant donné.
�

�
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�Kh-EMRV.2 Théorème de Poynting
1) En faisant un bilan d’énergie électromagnétique pour un volume V quelconque limité par
une surface fermée S dans lequel règne un champ électomagnétique, établir l’équation locale de
conservation de l’énergie :

∂u

∂t
+
−→
j �

−→
E + div−→π = 0

Interprétation de chacun des termes.
2) En utilisant les équations locales de Maxwell, en déduire l’équation locale de Poynting

(ou théorème de Poynting).
3) Soit un fil cylindrique conducteur de conductivité γ, de rayon R, d’axe Oz parcouru par
l’intensité constante I, le courant étant réparti de manière uniforme.
→ Montrer qu’en un point de la périphérie, le vecteur de Poynting s’écrit, dans la base cylin-

drique (−→er ,−→eθ ,−→ez ) sous la forme : −→π = − I2

2γπ2R3
−→er .

4) Calculer la puissance électromagnétique rayonnée à travers la surface d’une portion de
hauteur h de ce cylindre conducteur.
5) En déduire la résistance électrique d’une telle portion de conducteur.
�

�
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�Kh-EMRV.3 Condensateur plan en régime variable
On considère un condensateur plan dont les armatures sont des disques de rayon R distants de

e. Le condensateur est étudié en régime variable. Dans une limite basse fréquence, le champ
−→
E

peut être supposé uniforme dans l’espace inter-armature. Dans cette limite,
−→
E (t) ≃ σ(t)

ǫ0

−→ez , où
σ(t) est la densité surfacique de charges sur l’armature de haut potentiel.
1) Expliquer l’origine d’un champ magnétique à l’intérieur du condensateur.
2) Déterminer la structure du champ magnétique dans l’espace inter-armature.

3) Sachant que q(t) = q0 sin(ωt), déterminer l’expression du champ magnétique
−→
B (M, t) créé

en un point M quelconque de l’espace inter-armature.
4) Exprimer le vecteur de Poynting à la périphérie du condensateur en fonction de q(t), ǫ0, R
et S (surface d’une armature).
5) Établir Pray la puissance rayonnée, c’est-à-dire la puissance électromagnétique entrante dans
le condensateur à l’instant t en fonction de q(t) et C, capacité du condensateur.
6) En déduire l’énergie totale stockée dans le condensateur ente t = 0 (q(0)0) et l’instant final
(qf = Q).
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Solution RV1

1) D’après la loi d’Ohm dans un conducteur, on a :
−→
E =

−→
j

γ
=

J(z)

γ
cos(ωt)−→ex .

2.a) ∀M ∈ E , (M,−→ex,−→ez ) est un plan de symétrie (Π) des courants.

Comme
−→
B (M)⊥(Π), on a :

−→
B (M, t) = B(M, t)−→ey

2.b) La distribution de courant est invariante par translation selon les directions des axes (Ox)
et (Oy). Donc le champ magnétique est indépendant des variables x et y.

D’où :
−→
B (M, t) = B(z, t)−→ey .

3)

div
−→
E =

ρ

ǫ0
(Maxwell-Gauss) div

−→
B = 0 (Maxwell-Flux)

−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t
(Maxwell-Faraday)

−→
rot

−→
B = µ0

−→
j (Maxwell-Ampère)

4) (Maxwell-Ampère) =⇒ −→
rot

−→
B = −∂B

∂z
−→ex = −µ0J(z) cos(ωt)

−→ex.

On en déduit :
−→
B (z, t) = −µ0 cos(ωt)

(
∫

J(z)dz

)

−→ex 1,

en introduisant une primitive de la fonction J(z).

5) • On part de l’égalité d’analyse vectorielle :
−→
rot(

−→
rot−→a ) =

−−−→
grad (div−→a )−∆−→a .

D’après la loi d’Ohm, on a
−→
j = γ

−→
E , d’où :

∆
−→
j = γ∆

−→
E = γ[

−−−→
grad (div

−→
E )−−→

rot(
−→
rot

−→
E )]

• (Maxwell-Gauss) =⇒ div
−→
E = 0, car ρ = 0 dans un métal .

• (Maxwell-Faraday) =⇒ −→
rot(

−→
rot

−→
E ) =

−→
rot

(

−∂B

∂t

)

= −∂
−→
rot

−→
B

∂t

→֒ (Maxwell-Ampère) =⇒ −→
rot(

−→
rot

−→
E ) = −µ0

∂
−→
j

∂t
.

Donc,
−→
j vérifie la relation : ∆j = γµ0

∂
−→
j

∂t
(⋆).

• Or
−→
j = J(z) cos(ωt)−→ex, d’où

−→
j = J(z)ejωt−→ex, ce qui permet d’écrire :

∂
−→
j

∂t
= jωJ(z)ejωt−→ex et ∆

−→
j =

d2j(z)

dz2
−→ex =

d2J(z)

dz2
ejωt−→ex

D’où
d2J(z)

dz2
= jγµ0ωJ(z) 2,

• D’après la loi d’Ohm
−→
j = γ

−→
E , on peut remplacer J(z) par γE(z) dans l’équation 2,.

E(z) satisfait donc la même équation différentielle :
d2E(z)

dz2
= jγµ0ωE(z) 3,

• Pour trouver l’équation vérifiée par B(z), on part de :

−→
rot(

−→
rot

−→
B ) =

−−−→
grad (div

−→
B )−∆

−→
B = −∆

−→
B car div

−→
B ≡ 0

Avec : (Maxwell-Ampère) =⇒ −→
rot(

−→
rot

−→
B ) =

−→
rot(µ0

−→
j ) = µ0γ

−→
rot

−→
E

→֒ (Maxwell-Faraday) =⇒ −→
rot(

−→
rot

−→
B ) = −µ0γ

∂
−→
B

∂t
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D’où : ∆
−→
B = µ0γ

∂
−→
B

∂t
(⋆⋆)

• En régime sinusöıdal permanent, on peut écrire−→
B = B(z, t)−→ey = B(z) cos(ωt + ϕ)−→ey , soit :

−→
B = B(z)e(jωt+ϕ)−→ey où ϕ représente le déphasage

du champ magnétique par rapport à la densité de courant dont la phase est prise comme origine
des phases.

Puisque
−→
j et

−→
B ont des structures analogues et qu’ils vérifient la même « équation de diffusion »

(cf. (⋆) et (⋆⋆)), on en déduit :
d2B(z)

dz2
= jγµ0ωB(z) 4,

6) • J, E et B vérifient ainsi la même équation différentielle :

d2X

dz2
= jγµ0ωX (E) d’équation caractéristique associée : r2 = jγµ0ω = γµ0ωej

π

2 .

Les racines de cette équation caractéristique sont :







r1 =
√
γµ0ω ej

π

4

r2 = −√
γµ0ω ej

π

4

• On peut introduire la distance δ qui caractérise la variation staptiale en posant l’équation aux

dimension suivantes :

[

d2X

dz2

]

=
[X]

[δ2]
=

[X]

L2
= [γµ0ω][X].

On en déduit : δ =
1

√
γµ0ω

→ les racines : r1 =
1

δ
√
2
+ j

1

δ
√
2

= −r2

7) La solution J(z) de l’équation différentielle 2, est donc :

J(z) = αer1z + βer2z = α exp

(

z

δ
√
2

)

exp

(

j
z

δ
√
2

)

+ β exp

(

− z

δ
√
2

)

exp

(

−j
z

δ
√
2

)

• La densité volumique de courant étant nécessairement finie, J(z) ne doit pas diverger lorsque

z → ∞, ce qui impose β = 0 .

On en déduit
−→
j (z, t) = J(z)ejωt−→ex :

−→
j = α exp

(

z

δ
√
2

)

exp

[

j

(

ωt+
z

δ
√
2

)]

−→ex

En notant J(0) la densité volumique de courant à l’interface du conducteur z = 0, on obtient :

−→
j (z, t) = J(0) exp

(

z

δ0

)

exp

[

j

(

ωt+
z

δ0

)]

−→ex

• On retrouve que dans un métal (conducteur) en régime sinusoïdal de pulsation ω, les courants
sont localisés au voisinage de la surface sur une épaisseur δ0 telle que :

δ0 ≡ δ
√
2 =

√

2

γµ0ω
: c’est l’effet de peau.
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