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�Ex-S2.1 Équations différentielles (1)
1) L’évolution d’une fonction 𝑥(𝑡) de la variable 𝑡 est régie par une équation différentielle d’ordre
2 sans second membre.
Écrire cette équation différentielle sous forme canonique avec facteur de qualité.
2) On suppose 𝑄 = 0, 5. Quelle est la forme littérale de la solution 𝑥(𝑡) ?
3) Les conditions « initiales » sont, à 𝑡 = 0 : �̇�(0) = −1 et 𝑥(0) = 3.
Exprimer 𝑥(𝑡) en fonction de la variable 𝑡, de la pulsation propre 𝜔0.
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�Ex-S2.2 Équations différentielles (2)
1) L’évolution d’une fonction 𝑥(𝑡) de la variable 𝑡 est régie par une équation différentielle d’ordre
2 sans second membre.
Écrire cette équation différentielle sous forme canonique avec facteur de qualité.
2) On suppose 𝑄 = 4. Quelle est la forme littérale de la solution 𝑥(𝑡) ?
3) Les conditions « initiales » sont, à 𝑡 = 0 : �̇�(0) = 1 et 𝑥(0) = 0.
Exprimer 𝑥(𝑡) en fonction de la variable 𝑡, de la pulsation propre 𝜔0.
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�Ex-S2.3 Équations différentielles (3)
1) L’évolution d’une fonction 𝑥(𝑡) de la variable 𝑡 est régie par une équation différentielle d’ordre
2 sans second membre.
Écrire cette équation différentielle sous forme canonique avec facteur de qualité.
2) On suppose 𝑄 = 0.4. Quelle est la forme littérale de la solution 𝑥(𝑡) ?
3) Les conditions « initiales » sont, à 𝑡 = 0 : �̇�(0) = 0 et 𝑥(0) = 1.
Exprimer 𝑥(𝑡) en fonction de la variable 𝑡, de la pulsation propre 𝜔0.
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Solution Ex-S2.1
1) �̈�+

𝜔0

𝑄
�̇�+ 𝜔2

0𝑥 = 0

2) Δ = 𝜔2
0

(
1

𝑄2
− 4

)
= 0 pour 𝑄 = 0, 5.

→ racine double de l’éq. caractéristique : 𝑟1/2 = 𝑟0 = − 𝜔0

2𝑄
= −𝜔0

→ régime transitoire critique : 𝑥(𝑡) = (𝐴+𝐵𝑡) exp (−𝜔0𝑡)

3)
{

𝑥 = (𝐴+𝐵𝑡) exp (−𝜔0𝑡)
�̇� = [−𝜔0(𝐴+𝐵𝑡) +𝐵] exp (−𝜔0𝑡)

→ Soit
{

𝑥(0) = 𝐴 = 3
�̇�(0) = −𝜔0.𝐴+𝐵 = −1

→
{

𝐴 = 3
𝐵 = −1

𝑥(𝑡) = [3 + (3𝜔0 − 1).𝑡]. exp(−𝜔0𝑡)

Solution Ex-S2.2
1) �̈�+

𝜔0

𝑄
�̇�+ 𝜔2

0𝑥 = 0

2) Δ =
𝜔2
0

𝑄2
(1− 4𝑄2) = 𝜔2

0

(
1

𝑄2
− 4

)
= −63

16
𝜔2
0 =

(
𝑗
3
√
7

4
𝜔0

)2

< 0 pour 𝑄 = 4.

→ racines de l’éq. caractéristique : 𝑟1/2 = − 𝜔0

2𝑄
± 𝑗
√∣Δ∣
2

= − 𝜔0

2𝑄
± 𝑗

𝜔0

2𝑄

√
4𝑄2 − 1 = −1

𝜏
± 𝑗𝜔

→ Régime transitoire pseudo-périodique :

𝑥(𝑡) = [𝐴 cos(𝜔.𝑡) +𝐵 sin(𝜔.𝑡)] exp

(
− 𝑡

𝜏

)
avec 𝜔 =

√∣Δ∣
2

=
3
√
7

8
𝜔0 et

1

𝜏
=

𝜔0

2𝑄
=

𝜔0

8
.

3)

⎧⎨⎩ 𝑥 = [𝐴 cos(𝜔.𝑡) +𝐵 sin(𝜔.𝑡)] exp
(
−𝜔0.

8
𝑡
)

�̇� =
[(

𝐵𝜔 −𝐴
𝜔0

8

)
cos(𝜔.𝑡)−

(
𝐴𝜔 +𝐵

𝜔0

8

)
sin(𝜔.𝑡)

]
exp

(
−𝜔0

8
𝑡
)

Soit

{
𝑥(0) = 𝐴 = 0

�̇�(0) = 𝐵𝜔 −𝐴
𝜔0

8
= 1

→
⎧⎨⎩ 𝐴 = 0

𝐵 =
1

𝜔
=

8

3
√
7

1

𝜔0

𝑥(𝑡) =
8

3
√
7

1

𝜔0
. sin

(
3
√
7

8
𝜔0.𝑡

)
exp

(
−𝜔0

8
𝑡
)

Solution Ex-S2.3
1) �̈�+

𝜔0

𝑄
�̇�+ 𝜔2

0𝑥 = 0

2) Δ = 𝜔2
0

(
1

𝑄2
− 4

)
=

(
3

2
𝜔0

)2

> 0 pour 𝑄 = 0.4.

→ racines de l’équation caractéristique : 𝑟1/2 = − 𝜔0

2𝑄
±

√
Δ

2
soit : 𝑟1 = −𝜔0

2
et 𝑟2 = −2𝜔0 .

→ Régime transitoire apériodique : 𝑥(𝑡) = 𝐴 exp(𝑟1.𝑡) +𝐵 exp(𝑟2.𝑡)

Soit : 𝑥(𝑡) = 𝐴 exp
(
−𝜔0

2
.𝑡
)
+𝐵 exp(−2𝜔0.𝑡)

3)

⎧⎨⎩ 𝑥 = 𝐴 exp
(
−𝜔0

2
.𝑡
)
+𝐵 exp(−2𝜔0.𝑡)

�̇� = −𝜔0

2
.𝐴 exp

(
−𝜔0

2
.𝑡
)
− 2𝜔0.𝐵 exp(−2𝜔0.𝑡)

Soit

{
𝑥(0) = 𝐴+𝐵 = 1

�̇�(0) = −𝜔0

2
.𝐴− 2𝜔0.𝐵 = 0

→

⎧⎨⎩
𝐴 =

4

3

𝐵 = −1

3

Soit : 𝑥(𝑡) =
4

3
exp

(
−𝜔0

2
.𝑡
)
− 1

3
exp(−2𝜔0.𝑡)
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