
Devoir Surveillé no5
Consignes de rédaction :
- chaque réponse doit être précédée du raisonnement qui la justifie.
- les résultats devront être encadrés à la règle.
- La calculatrice est autorisée.
- les applications numériques sans unités seront considérées fausses.
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Partie A : Mécanique

I Oscillateur mécanique

• On travaille dans le référentiel terrestre ℛ𝑇 supposé galiléen avec la verticale 𝑂𝑧 ascendante.

1) Comment établit-on qu’une force est conservative ?

2) Établir (démonstration. . . ) l’énergie potentielle de pesanteur associé au poids.

3) Établir (démonstration. . . ) l’énergie potentielle élastique associée à la force de rappel d’un
ressort de longueur 𝑙, de constante de raideur 𝑘 et de longueur à vide 𝑙0.

• On accroche un solide sphérique (de rayon 𝑟, de masse
𝑚, de centre de gravité 𝑀 repéré par la cote 𝑧) entre deux
ressorts verticaux dont les extrémités fixes sont distantes
de 𝑑 = 2𝑙0. Les deux ressorts ont la même longueur à vide
𝑙0. La constante de raideur du ressort inférieur est 𝑘1 et
celle du ressort supérieur est 𝑘2. On note 𝑔 le champ de
pesanteur.
Dans un premier temps (questions 4) à 7)), on néglige les
forces de frottements.

4) Quelle est l’énergie potentielle totale ℰ𝑝 (somme de
toute les formes d’énergies potentielles) de ce système
{𝑀, 𝑚} ? L’exprimer en fonction de la variable 𝑧 et des
données du problème (𝑚, 𝑔, 𝑘1, 𝑘2 et 𝑙0). xxxxxxxxxxxxxxxxx
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5) Trouver, par un raisonnement énergétique sur ℰ𝑝, la position 𝑧éq de 𝑀 à l’équilibre.

6) Établir la conservation de l’énergie mécanique ℰ𝑚 de 𝑀 .
Trouver, par un raisonnement énergétique sur ℰ𝑚, l’équation du mouvement que vérifie 𝑥 =
𝑧 − 𝑧éq, écart de 𝑀 par rapport à sa position d’équilibre.

7) Établir (en fonction de 𝑘 = 𝑘1+𝑘2 et de 𝑚) la période 𝑇0 associée au mouvement précédent.

• On tient compte des frottements en plaçant le dispositif non plus dans l’air mais dans un fluide

visqueux de coefficient de viscosité 𝜂, qui exerce une force de freinage du type
−→
𝑓 = −ℎ.−→𝑣 où −→𝑣

est la vitesse de 𝑀 dans ℛ𝑇 .

8) Établir la nouvelle équation différentielle vérifiée par 𝑥 et l’écrire sous la forme :

𝑥̈+
𝜔0

𝑄
𝑥̇+ 𝜔2

0𝑥 = 0

On identifiera la pulsation propre 𝜔0 et le facteur de qualité 𝑄.
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9) Établir la condition sur 𝑄 pour que le régime libre de cet oscillateur harmonique amorti soit
pseudo-périodique.
Les oscillations sont alors de la forme

𝑥(𝑡) = (𝐴 cos(𝜔𝑡) +𝐵 sin(𝜔𝑡)).𝑒−𝛼𝑡

exprimer 𝜔 (pseudo-pulsation) et 𝛼 en fonction de 𝜔0 et 𝑄.

• On considère que l’oscillateur harmonique amorti est caractérisé par une pulsation propre
𝜔0 = 100 𝑟𝑎𝑑.𝑠−1 et un facteur de qualité 𝑄 = 10 ; la masse 𝑚 = 100 𝑔 de cet oscillateur est
lâchée avec un écart à la position d’équilibre de 𝑥0 = 10 𝑐𝑚 sans vitesse initiale.

Pour les AN, on gardera trois chiffres significatifs. 𝑇 sera exprimée en 𝑚𝑠,
les positions 𝑥𝑖 en 𝑐𝑚 et les énergies mécanique ℰ𝑚𝑖 en 𝐽 .

10) Déterminer les constantes d’intégration 𝐴 et 𝐵 en fonction de 𝑥0, 𝛼 et 𝜔.

11) Calculer la pseudo-période 𝑇 , la constante de raideur 𝑘 et le coefficient ℎ.

12) Déterminer la relation entre la position à l’instant 𝑡 et la position ultérieure au bout de 𝑛
pseudo-période, c’est-à-dire, pour un entier naturel 𝑛 quelconque, la relation entre 𝑥(𝑡 + 𝑛𝑇 ),
𝑥(𝑡), 𝑛, 𝛼 et 𝑇 .

En déduire le décrément logarithmique 𝛿 =
1

𝑛
. ln

(
𝑥(𝑡)

𝑥(𝑡+ 𝑛𝑇 )

)
en fonction de 𝛼 et 𝑇 , puis en

fonction de 𝑄 seulement. Application numérique.

12) Calculer 𝑥2, 𝑥5 et 𝑥10, l’amplitude des oscillations au bout de 𝑡 = 2𝑇 , 5𝑇 et 10𝑇 (c’est-à-dire
au bout de 2, 5 et 10 pseudo-périodes).

13) Sans démonstration, exprimer l’énergie potentielle ℰ𝑝 du système en fonction seulement de
𝑘 et 𝑥.
En déduire l’expression littérale puis la valeur numérique de l’énergie mécanique initiale ℰ𝑚0 =
ℰ𝑚(𝑡 = 0).

14) Calculer ℰ𝑚2, ℰ𝑚5 et ℰ𝑚10, l’énergie mécanique au bout de 𝑡 = 2𝑇 , 5𝑇 et 10𝑇 (c’est-à-dire
au bout de 2, 5 et 10 pseudo-périodes).

15) Déterminer le nombre 𝑛 de pseudo-périodes au bout desquelles l’amplitude des oscillations
est divisées par 17.
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Partie B : Électrocinétique

II Filtre d’ordre 1 [ENSTIM 00]

On rappelle que log(2) ≃ 0, 3
On utilise le filtre ci-contre.
1) En effectuant un schéma équivalent en BF (basse
fréquence), puis un autre en HF (haute fréquence),
déterminer sans calcul le type de ce filtre.

2) Déterminer la fonction de transfert 𝐻(𝑥) de ce filtre

en fonction de 𝑥 =
𝑅𝐶𝜔

2
.

↪→ Quel est le gain maximal 𝐻𝑚𝑎𝑥 de ce filtre ?

C

A

B

R
e(t) s(t)

R

3) Déterminer sa pulsation de coupure 𝜔𝑐 en fonction de 𝑅 et de 𝐶.

4) On a tracé ci-contre le diagramme de Bode en gain de ce filtre.

↪→ Déterminer une valeur approchée de la fréquence de coupure 𝑓𝑐.
↪→ Déterminer une valeur approchée du produit 𝑅𝐶.
↪→ Vérifier l’accord entre le gain en décibel maximal 𝐺𝑑𝐵(𝑚𝑎𝑥) lu sur ce diagramme et votre
réponse en 2) .

5) En haute fréquence, pourquoi parle-t-on d’intégration ?
Comment vérifie-t-on cette propriété sur le diagramme de Bode ?
Vers quelle valeur tend alors le déphasage de 𝑠(𝑡) par rapport à 𝑒(𝑡) ?

jpqadri@gmail.com http ://atelierprepa.over-blog.com/ 3
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III Filtre d’ordre 2
1) On place, en série avec une résistance 𝑅 = 1 𝑘Ω,
une capacité 𝐶 = 1𝜇𝐹 en parallèle avec une bobine
d’inductance 𝐿 = 30 𝑚𝐻.
↪→ Établir la fonction de transfert de ce filtre

𝐻 = 𝐻𝑒𝑗𝜑 ≡ 𝑢𝑠

𝑢𝑒
en fonction de 𝐿, 𝐶, 𝑅 et 𝜔.

2) Exprimer la fonction de transfert sous sa forme canonique, c’est-à-dire en fonction du facteur

de qualité 𝑄 et de la pulsation réduite 𝑥 =
𝜔

𝜔0
.

↪→ Quelle est l’expression de la pulsation propre 𝜔0 ?
↪→ De quel type de filtre s’agit-il ?
↪→ Calculer la fréquence propre 𝑓0 et la valeur du facteur de qualité 𝑄 de ce filtre.

3) En tenant compte de la valeur du facteur de qualité calculée précédemment, tracer l’allure
des diagrammes de Bode en gain (𝐺𝑑𝐵(𝑥) = 20 log𝐻) et en phase (𝜑(𝑥)) de ce filtre.

Il faudra fournir toutes les explications et justifications nécessaires, bien entendu !
En particulier :
- donner les expressions littérales du gain 𝐻, du gain en décibel 𝐺𝑑𝐵 et de 𝜑, déphasage de la
tension de sortie par rapport à la tension d’entrée ;
- montrer que 𝐻𝑚𝑎𝑥 = 1, et déterminer la pulsation et le déphasage associés ;
- donner les expressions littérales des équations des asymptotes à basses fréquences (ABF) et à
hautes fréquences (AHF) pour chacune des courbes de réponse, préciser leurs caractéristiques
et les représenter sur les diagrammes de Bode avec les courbes de réponse en gain et en phase.

4) Établir les expressions littérales, en fonction de 𝑓0 et de 𝑄, des fréquences de coupure 𝑓𝑐1 et
𝑓𝑐2 de ce filtre. Effectuer les applications numériques.

5) Calculer Δ𝑓 , la largeur de la bande-passante en fréquence de ce filtre, après avoir donné son
expression en fonction de 𝑓0 et de 𝑄.
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Partie C : Solutions aqueuses

IV Dosages pH-métrique[ENSTIM 08]

¨

On veut réaliser le dosage pH-métrique d’un mélange d’acide fort, l’acide chlorhydrique, de
concentration 𝐶1 et d’acide éthanöıque (𝐾𝑎 = 10−4,8 ≃ 1, 6.10−5) de concentration 𝐶2 par une
solution de soude de concentration 𝐶𝐵 = 0, 100 𝑚𝑜𝑙.𝐿−1.
On prélève 𝑉0 = 25, 0 𝑚𝐿 du mélange et on ajoute 𝑉0 = 25, 0 𝑚𝐿 d’eau distillée dans un becher
de 150𝑚𝐿.

1) Quelles sont les deux réactions de titrage qui ont lieu au cours de cette expérience. Calculer
leur constante d’équilibre et justifier qu’il s’agit de réactions (quasi-)totales.
La figure suivante donne la courbe obtenue à l’issue du dosage.

2) Écrire les relations aux équivalences et en déduire les concentrations 𝐶1 et 𝐶2.

3) Comment retrouver le pK𝑎 de l’acide éthanöıque à partir de la courbe de titrage ?

V Le sang : un milieu tamponné [Centrale PSI 2009]

Dans cette partie, tous les calculs seront effectués à 37∘𝐶, température du corps humain.
Données :
- Produit ionique de l’eau : 𝐾𝑒 = 2, 40.10−14

- Constante d’acidité : 𝐾𝑎(𝐻2𝐶𝑂3/𝐻𝐶𝑂−
3 ) = 4, 30.10−7

L’activité métabolique et l’ingestion d’aliments peuvent introduire des espèces acido-basiques
dans le sang. Or, la survie des cellules nécessite que le 𝑝𝐻 varie très peu autour d’une valeur
optimale. Ainsi le sang humain constitue un milieu tamponné : son 𝑝𝐻 varie très peu par addition

jpqadri@gmail.com http ://atelierprepa.over-blog.com/ 5
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d’un acide ou d’une base ou par dilution. Le 𝑝𝐻 reste compris dans l’intervalle 7, 36 − 7, 44 en
temps normal.

1) Quel est le 𝑝𝐾𝑎 du couple 𝐻2𝐶𝑂3/𝐻𝐶𝑂−
3 ? Écrire l’équation bilan régie par 𝐾𝑎 mettant en

jeu 𝐻2𝐶𝑂3 et 𝐻𝐶𝑂−
3 .

2) Représenter le diagramme de prédominance de ces deux espèces en fonction du 𝑝𝐻.

3) Le sang est en partie tamponné par le couple 𝐻2𝐶𝑂3/𝐻𝐶𝑂−
3 avec une concentration totale

𝐶0 = [𝐻2𝐶𝑂3] + [𝐻𝐶𝑂−
3 ] = 0, 0280 𝑚𝑜𝑙.𝐿−1.

Sachant que le 𝑝𝐻 du sang vaut 7,40 , calculer les concentrations en 𝐻2𝐶𝑂3 et 𝐻𝐶𝑂−
3 avec

trois chiffres significatifs.

4) Lors d’un effort physique important, il se forme de l’acide lactique 𝐶𝐻3−𝐶𝐻𝑂𝐻−𝐶𝑂𝑂𝐻,
noté 𝐻𝐵, qui est ensuite éliminé dans le sang sous la forme d’ion lactate 𝐵− selon la réaction
prépondérante quantitative :

𝐻𝐵 +𝐻𝐶𝑂−
3 → 𝐻2𝐶𝑂3 +𝐵− (★)

4.a) Pour un apport de 2, 00.10−3 𝑚𝑜𝑙.𝐿−1 d’acide lactique, quelle est la nouvelle valeur du 𝑝𝐻
du sang ? Cette valeur est-elle compatible avec la vie ?

4.b) En réalité, la respiration permet de maintenir constante la concentration en 𝐻2𝐶𝑂3 (cal-
culée en 3)) en éliminant l’excès de 𝐻2𝐶𝑂3 issus de (★) par l’expiration de dioxyde de carbone.
Dans ces conditions, quelle est la nouvelle valeur du 𝑝𝐻 après un apport de 2, 00.10−3 𝑚𝑜𝑙.𝐿−1

d’acide lactique ?

Si les fleuves de la Mer peuvent être rois des cent vallées,
c’est qu’ils savent se tenir dans la position la plus basse.

C’est ainsi qu’ils peuvent être rois des cent vallées.
Lao Tseu – Tao Te King.
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